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Общая характеристика работы

Объектом исследования диссертационной работы являются системы
управления движением и его безопасностью (надежностью) в транспортных си-
стемах, задаваемых графовыми структурами.

Предметом исследования диссертационной работы являются алгорит-
мы и методы управления движением и его безопасностью в транспортных систе-
мах, задаваемых графовыми структурами.

Актуальность работы. (Не)ориентированные (мульти)графы – удобное
средство для математического моделирования и принятия решений в различных
прикладных областях. Одно из наиболее важных направлений исследования гра-
фовых структур – поиск оптимального маршрута и времени движения по графу с
учетом различных ограничений на пропускную способность, время транспортиро-
вок и их стоимость. Исследования, посвящённые поиску оптимального расписания
движения грузов (заказов, заявок) между вершинами графа, можно поделить на
две категории по признаку фиксированности времени транспортировок. В класси-
ческих постановках задачи маршрутизации транспорта (vehicle routing problem)
T. Vidal, T.G. Crainic, A. Mor, M.G. Speranza и модификациях М.Ю. Хачая, Ю.Ю.
Огородникова с наличием ограничений на грузоподъемность, постановках задачи
поиска маршрута по местам продажи товаров (traveling purchaser problem) F.F.
Boctor, G. Laporte, J. Renaud движение между вершинами графа может быть осу-
ществлено в любое время. Отметим, что в одной из работ М.Ю. Хачая появляется
ограничение на время, но это время не доступности ребра графа для движения, а
время обслуживания потребителя, которое необходимо для правильного (с точки
зрения доступного времени обслуживания) обхода вершин графа/потребителей.

Пожалуй, наибольшее развитие прикладных исследований в области дви-
жения по графам получило формирование расписания движения в железнодо-
рожной отрасли. В англоязычной литературе, посвященной железнодорожной те-
матике, время движения между вершинами транспортной сети часто не задано.
Это время определяется при построении расписания. Примеры таких постановок
можно встретить в работах V. Cacchiani, A. Caprara, P. Toth, L. Kroon, M. Forsgren,
M. Aronsson, S. Gestrelius, L. Meng, X. Zhou.

По сути, в задачах с нефиксированным временем движения из вершины
в вершину предлагается мгновенная готовность некоего транспортного средства
перевезти груз/пассажира из одной вершины в другую. Однако в реальной жизни
такое не всегда возможно. Так, например, регулярные железнодорожные и авиа-
перевозки осуществляются по расписанию, а нерегулярные могут быть просто
недоступны. А ввиду пробок на автомобильных дорогах, возникающих, например,
утром и вечером, длительность поездки между вершинами неодинакова. Иными
словами, пропускная способность рёбер/дуг графа транспортной сети зависит от
времени. В этой связи в первой главе диссертации рассматривается постановка
задачи, в которой движение между вершинами мультиграфа возможно только в
заранее определенные промежутки времени.

Следует подчеркнуть, что в постановках Д.И. Архипова, А.И. Кибзуна,
А.А. Лазарева, Е.Г. Мусатовой, А.В. Наумова возникает проблема, связанная с
конечностью промежутка времени, на которое строится расписание (далее – го-
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ризонт планирования). Внутри этого промежутка времени надо успеть развезти
все грузы. Однако это не всегда бывает возможно как по причине недостатка
в рамках горизонта планирования возможностей для транспортировки, так и по
причине того, что потребность перевозки возникает к концу горизонта планирова-
ния. Таким образом, решение задачи поиска оптимального расписания может не
существовать, так как останутся недоставленные грузы. При этом необходимость
в доставке грузов не исчезает. Такая проблема поднималась в работе А.А. Лаза-
рева и Е.Г. Мусатовой, где предлагалось расширить горизонт планирования, либо
отказаться от ограничения на прибытие всех грузов в рамках горизонта планиро-
вания. Первый подход приводит к росту размерности оптимизационной задачи,
а второй подход может привести к тому, что груз будет доставлен на станцию, с
которой практически невозможно добраться в станцию назначения. Следователь-
но, актуальна разработка системы ограничений, задающей движение по графу
транспортной сети, которая бы учитывала возможность и после окончания гори-
зонта планирования находиться грузу в движении, если ожидаемое время в пути
будет допустимым. Такая система ограничений и формулируется в первой главе
диссертации.

В силу того, что некоторые участки пути железнодорожной сети долж-
ны подлежать срочному/плановому ремонту, конструируемое расписание долж-
но включать в себя «технологические окна» (ТО) – промежуток времени, в те-
чение которого движение прекращается для проведения ремонтных работ. Ис-
следования задачи о назначении «технологического окна» можно разделить на
несколько групп. Одна часть исследований (S.M. Famurewa, T. Xin, A. Andrade,
P. Teixeira) посвящена проблеме назначения «технологического окна» на осно-
ве прогноза состояния (деградации) железнодорожной инфраструктуры, стоимо-
сти ремонта, объема железнодорожных перевозок. Другая часть (M. Forsgren, M.
Aronsson, S. Gestrelius, A. Higgins, T. Liden, M. Joborn, А.А. Лазарев, Е.Г. Муса-
това) посвящена вопросу назначения «технологического окна» исходя из действу-
ющего расписания.

Подходы для назначения «технологического окна», ранее предложенные в
литературе, близки к материалу диссертации, однако в полной мере непримени-
мы: в каких-то публикациях рассматривается менее общая постановка задачи, а,
например, у T. Liden и M. Joborn время полагается дискретным, при этом вре-
мя поиска ТО существенно растет, если временные периоды очень малы, а если
периоды времени очень крупны, то можно не осуществить план перевозок.

Во второй главе диссертации рассматривается задача поиска расписания
движения по графу транспортной сети, в которой предполагается возможным
движение между вершинами графа в произвольные промежутки времени. Типо-
вой иллюстрацией такой сети является движение на железнодорожной станции.
Среди публикаций по моделированию и оптимизации движения на железнодорож-
ной станции выделим работы В.А. Рассказовой, Д.Н. Гайнанова, M.E.H. Petering,
P. Sels, P. Vansteenwegen. Постановки указанных авторов вносят большой вклад
в развитие алгоритмического обеспечения процесса движения по станции, одна-
ко обладают рядом недостатков. Самым главным недостатком является то, что
станции рассматриваются укрупнённо без учета подробной топологии станции. В
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диссертации этот недостаток устраняется.

Как и в транспортных сетях с фиксированным временем движения между
вершинами, в транспортных сетях с нефиксированным временем движения между
вершинами возникает задача об оптимальном промежутке времени для проведе-
ния ремонтно-технологических работ. Для этой задачи в диссертации разрабаты-
вается ряд критериев оптимальности, а сами задачи формулируются в виде задач
смешанного целочисленного линейного программирования.

При формировании расписания движения необходимо принимать в расчет
риски всевозможных неблагоприятных событий. В диссертации под риском пони-
мается сочетание вероятности нанесения ущерба и тяжести этого ущерба. Риски
различных неблагоприятных событий, сопутствующих движению, рассматрива-
ются в главе 3, а в главе 4 разрабатывается концепция интегрального риска –
риска на всем пути следования транспортного средства.

В одной из первых работ (S. El-Hage, F.F. Saccomanno), посвященных про-
гнозированию и оценке последствий железнодорожных происшествий, рассмат-
ривалась задача оценки влияния номера первой сошедшей с рельсов подвижной
единицы (вагонов и секций локомотива) на число сошедших с рельсов подвижных
единиц. Предлагалось проводить оптимизацию расположения вагонов с опасными
грузами с целью уменьшения вероятности схода с рельсов именно этих вагонов.
В работе X. Liu, M. Rapik Saat в качестве факторов, влияющих на последствия
схода, были выделены скорость в момент схода, остаточная длина состава (общее
количество вагонов, начиная с первого сошедшего), наличие дополнительных ло-
комотивов в середине/хвосте состава, доля груженых вагонов. Однако информа-
ция о радиусе кривой и наличии уклона в месте схода в расчет не принималась.
В работе X. Liu, M. Rapik Saat, C.P.L. Barkan оценивался уровень схода (уровень
опасности), зависящий от класса пути, пропущенного тоннажа, наличие систем
сигнализации (например, о занятости поездом секции). Но получаемая зависи-
мость носит общий характер и не позволяет для конкретного поезда снизить риск
от схода вагонов. В публикациях F.F. Saccomanno, C.P.L. Barkan исследовалась
схожая задача поиска функциональной зависимости между вероятностью схода
и длиной состава, пройденным количеством километров поездом и классом пути.
Однако геометрические особенности пути также не были учтены. В этой связи в
диссертации приводится модификация и уточнение ранее предложенных зависи-
мостей.

Как было отмечено выше, движение транспорта сопряжено с большим ко-
личеством различных неблагоприятных событий. В этой связи возникает вопрос
о нахождении общего (суммарного, интегрального) риска. По данной тематике
можно выделить работы M. Bagheri, F.F. Saccomanno. В них строится функция
интегрального (общего на всем пути следования) риска с целью оптимального рас-
положения вагонов с опасными грузами с точки зрения минимизации суммарного
риска. Данная функция зависит от скорости (при итоговом расчете использует-
ся не реальная скорость поезда в пути, а максимальная допустимая на участке),
а также зависит от номера первой сошедшей с рельсов подвижной единицы и
причины схода с рельсов. Следует отметить, что сход с рельсов по конкретной
причине – случайное событие, однако учет этого обстоятельства (например, при
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помощи формулы полной вероятности) опускается. Другие факторы, например,
профиль и кривизна пути не используются, а это, в свою очередь, снижает точ-
ность полученного результата. Кроме того, у M. Bagheri, F.F. Saccomanno поезд
представляется материальной точкой. Также не рассматриваются другие, помимо
схода с рельсов, неблагоприятные события, которые могут произойти при транс-
портировке, а в качестве функции риска постулируется только средний ущерб. В
диссертации устраняются эти, а также некоторые другие недостатки.

Для решения задач смешанного целочисленного линейного программиро-
вания разработан ряд коммерческих и бесплатных решателей. Сравнение различ-
ных решателей можно найти у R. Anand, D. Aggarwal, V. Kumar, T. Koch, T.
Berthold, J. Kronqvist. R. Anand, D. Aggarwal, V. Kumar проводили анализ реша-
телей CPLEX, Gurobi, XPRESS с точки зрения возможных задач математического
программирования, которые они могут решить, а также особенностей функцио-
нирования этих решателей. J. Kronqvist сравнивал решатели задач смешанного
целочисленного нелинейного программирования. В качестве характеристики ка-
чества использовалось количество решенных задач тем или иным решателем за
заданный промежуток времени. Всего таких задач было 335. При этом не об-
суждался вопрос, насколько долго решается та или иная задача тем или иным
решателем. Также не исследовался вопрос, насколько входные данные влияют на
скорость получения решения. Кроме того, не обсуждался вопрос о влиянии про-
граммной среды на скорость и оптимальность получаемого решения. T. Koch, T.
Berthold исследовали уменьшение времени счета для решателей, доступных на
начало 2000-х годов и на конец 2010-х. T. Koch, T. Berthold отмечали то, что в
зависимости от порядка заполнения матрицы ограничений время поиска реше-
ния, вообще говоря, неодинаково. Влияние начальных данных на время получе-
ния решения не исследовалось. Не выясняется, какой именно из решателей лучше.
Указанные недостатки исправляются в методологии сравнения решателей задач
смешанного целочисленного линейного программирования в пятой главе диссер-
тации.

Цель и задачи работы. Целью диссертации является разработка мате-
матического, алгоритмического, программного обеспечения для решения задачи
управления движением в транспортных системах, задаваемых графовыми струк-
турами.

Для достижения выбранной цели предполагается декомпозировать задачу
управления движением на блоки: блок выбора маршрута и времени движения
по графу, блок оценки безопасности (надежности) скоростного режима движения
при заданном маршруте и времени движения между вершинами графа.

Необходимо решить следующие задачи.
1. Разработать математическое и алгоритмическое обеспечение для поиска

расписания движения в транспортных сетях с фиксированным временем движе-
ния между вершинами: систему ограничений, задающую движение мультиграфу
по транспортной сети, критериальную функцию, алгоритм поиска решения в по-
ставленной задаче – учитывающее возможность движения по окончании горизон-
та планирования. Разработать программную реализацию алгоритма.

2. Разработать математическое и алгоритмическое обеспечение для поиска
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расписания движения в транспортных сетях с нефиксированным временем движе-
ния между вершинами на основе системы ограничений, учитывающей графовую
структуру сети и ряд технологических особенностей движения. Разработать ал-
горитм поиска промежутка времени, в которое часть ребер графа можно сделать
недоступным для движения в таких транспортных сетях.

3. Разработать математическое и алгоритмическое обеспечение для реше-
ния задач управления надежностью на железнодорожном транспорте.

4. Найти явный вид функций интегрального риска на всём заранее задан-
ном пути следования транспортного средства: среднего ущерба и вероятности воз-
никновения неблагоприятных событий. Разработать метод оценки компонент ин-
тегрального риска при движении грузовых поездов для решения задачи анализа
безопасности движения.

5. Разработать статистический метод сравнения решателей задач смешан-
ного целочисленного линейного программирования и вызывающих их программ-
ных сред.

Методы исследования. В диссертации используются методы системно-
го анализа, теории вероятностей, математической статистики, математического
программирования, математического моделирования.

Достоверность результатов обеспечивается строгостью математических
постановок и доказательств утверждений, корректным использованием методов
системного анализа, подтверждением теоретических результатов численными экс-
периментами.

Научная новизна. 1. В диссертационной работе решается проблема ко-
нечности горизонта планирования – промежутка времени, на который строится
расписание движения – на основе специальной постановки задачи. Разрабатыва-
ется универсальная критериальная функция, включающая в себя одновременно
различные временны́е компоненты перевозок, стоимость, количество доставлен-
ных в рамках горизонта планирования грузов.

2. Ставится постановка задачи поиска расписания движения в транспорт-
ных сетях с нефиксированным временем движения между вершинами, в которой
учитывается технологический процесс функционирования транспортных сетей, в
частности, рассматривается доступность каждого ребра графа сети во времени.
Предлагается ряд постановок задач для назначения «технологического окна» в
форме задач смешанного целочисленного линейного программирования.

3. Получен явный вид оценки вероятности бокового столкновения на же-
лезнодорожной станции; решается задача об улучшении безопасности движения
в транспортных сетях (и, в частности, на железнодорожных переездах) с кван-
тильным критерием с использованием неравенства Чернова; на основе методов
математической статистики предлагается типизация причин сходов с рельсов гру-
зовых поездов.

4. Предлагаются функции интегрального риска, учитывающие невозмож-
ность движения после возникновения неблагоприятного события, а также ско-
ростной режим движения на всем пути следования. Предлагается метод оценки
компонент интегрального риска, учитывающий различные неблагоприятные со-
бытия, которые могут произойти с грузовыми поездами во время их движения, и
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геометрические особенности грузовых поездов.

5. Предлагается новый метод сравнения решателей задач смешанного це-
лочисленного линейного программирования, который учитывает то, что время
выполнения операций компьютером можно считать случайным, а также то, что
решение задачи смешанного целочисленного линейного программирования суще-
ственно зависит от набора исходных данных.

Теоретическая ценность работы заключается в разработке алгоритмов
для решения задач смешанного целочисленного линейного программирования
специального вида, имеющих высокую размерность, нахождении детерминиро-
ванных эквивалентов и границ критериальных функций для некоторого класса
задач стохастического программирования с вероятностным и квантильным кри-
териями, явных выражений для функций интегрального риска для произвольного
количества и типов неблагоприятных случайных событий.

Практическая ценность работы состоит в том, что разработанные в ра-
боте процедуры и алгоритмы ориентированы на применение в различных транс-
портных компаниях для формирования расписания движения, а также для выбо-
ра скоростного режима беспилотного рельсового транспорта.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. В
диссертации проведено исследование задач оптимизации, разработаны методы и
алгоритмы для решения задач оптимизации на графах, которые применены для
анализа в том числе прикладных объектов. На основе методов теории вероят-
ностей и математической статистики разработано математическое, алгоритмиче-
ское, программное обеспечение для решения задач анализа и управления надеж-
ностью на железнодорожном транспорте (области исследования 2, 3, 4, 5, 9, 10,
11, 17 специальности 2.3.1.).

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на научных
семинарах кафедры теории вероятностей и компьютерного моделирования Мос-
ковского авиационного института (рук. проф. Кибзун А.И.), лаборатории №7 ИПУ
РАН (рук. проф. РАН Хлебников М.В.), лаборатории дискретной оптимизации
ОФ ИМ СО РАН (рук. доц. Еремеев А.В.).

Материалы диссертации представлялись на следующих конференциях:
«Интеллектуальные системы управления железнодорожным транспортом. Ком-
пьютерное и математическое моделирование.» (Россия, Москва, 2013, 2014, 2015,
2016, 2017, 2018 гг.), XLIV международная молодёжная научная конференция
«Гагаринские чтения», (Россия, Москва, 2018 г.), 22-я международная конферен-
ция «Теория математической оптимизации и исследование операций» (Россия,
Екатеринбург, 2023 г.), XIV Всероссийское совещание по проблемам управления
(Россия, Москва, 2024 г.), международная конференция «Динамические систе-
мы: устойчивость, управление, дифференциальные игры» (Россия, Екатеринбург,
2024 г.).

Работа поддержана грантами РНФ (№ 23-21-00293, 16-11-00062), гран-
том Минобрнауки (2.2461.2017/ПЧ), грантами РФФИ (20-07-00046 А, 17-20-03050
офи_м_РЖД).

Публикации. По теме диссертационного исследования опубликовано 15
статей, среди которых
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– 10 [1–10] опубликованы в журналах из перечня ВАК и проиндексированы в

МСЦ WoS и/или Scopus,
– 4 [12–15] опубликованы в журналах из перечня ВАК,
– 1 [11] опубликована в сборнике докладов конференции, проиндексированном

в МСЦ Scopus.
Также по теме диссертации опубликовано 11 [16–26] работ в различных сборниках
и материалах конференций, в сборниках тезисов докладов конференций; получено
4 [27–30] свидетельcтва о регистрации программ для ЭВМ.

Общее число публикаций — 30.
Личный вклад. Все результаты диссертации получены лично автором.

Из результатов, опубликованных в соавторстве, в диссертацию включен только
материал, вклад соискателя в который был определяющим.

Структура и объём диссертации. Диссертация содержит введение,
пять глав, заключение и список используемой литературы. Работа состоит из 214
страниц, включая 12 рисунков, 47 таблиц и список литературы, содержащий 161
наименование.

Содержание диссертации
Во введении дан подробный обзор имеющихся работ по выбранной теме

диссертационного исследования и смежным темам, сформулирована цель работы,
аргументирована её научная новизна и практическая ценность, а также в сжатом
виде изложено содержание глав диссертации.

В первой главе рассматривается транспортная система, представляемая
неориентированным мультиграфом 𝐺 =< 𝑉,𝐸 >, где 𝑉 – множество вершин
(городов, железнодорожных станций, заводов, аэропортов, морских портов) и 𝐸
– множество ребер (шоссе, железнодорожных путей, воздушных трасс, морских
путей), соединяющих эти вершины. Предполагается, |𝑉 | = 𝑀 ≥ 2. Перенуме-
ровывая вершины мультиграфа 𝐺 от 1 до 𝑀 , составляется множество индек-
сов 𝑉 ′ = {1, 2, . . . ,𝑀}. Каждый элемент этого множества единственным образом
определяет вершину мультиграфа 𝐺.

Время отсчитывается в минутах относительно некоторого момента отсче-
та. Под горизонтом планирования понимается промежуток времени [0, 𝑡макс), на
который строится план перевозок.

Предполагается, что имеется 𝐼 грузов (посылок, контейнеров, грузов). Для
𝑖-го груза заданы:

– индекс вершины отправления 𝑣отпр.
𝑖 ∈ 𝑉 ′;

– индекс вершины прибытия (назначения) 𝑣приб.
𝑖 ∈ 𝑉 ′;

– время готовности к отправлению 𝑡отпр.
𝑖 ∈ [0, 𝑡макс);

– максимальное время 𝑑𝑖 в течение которого 𝑖-му грузу позволяется находить-
ся в пункте отправления с момента готовности;

– время груза в пути 𝑡𝑖, т.е. максимальное время, в течение которого 𝑖-му
грузу позволяется находиться в транспортной системе (исключая время в
вершине отправления), вычисляемое в минутах;

– масса груза 𝑤𝑖 ∈ R+, 𝑖 = 1, 𝐼.
Груз предполагается неделимым в том смысле, что его нельзя отправить по ча-
стям.
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Движение между вершинами может выполняться только в определен-

ные промежутки времени. Предполагается доступным ровно 𝐾 перемеще-
ний/транспортировок (самолетами, морскими судами, поездами, грузовиками)
между вершинами. Параметры транспортировки представляются в виде семиэле-
ментного вектора-строки 𝑧𝑘

def
= (𝑣нач.

𝑘 , 𝑣кон.
𝑘 , 𝑛𝑘, 𝑡

нач.
𝑘 , 𝑡кон.

𝑘 , 𝑤макс
𝑘 , 𝐶𝑘), где 𝑣нач.

𝑘 ∈ 𝑉 ′ –
индекс вершины начала движения, 𝑣кон.

𝑘 ∈ 𝑉 ′ – индекс вершины конца движения,
причем 𝑣нач.

𝑘 и 𝑣кон.
𝑘 – индексы смежных вершин в графе 𝐺, 𝑛𝑘 – номер ребра,

соединяющего вершины с индексами 𝑣нач.
𝑘 и 𝑣кон.

𝑘 , 𝑡нач.
𝑘 ∈ [0, 𝑡макс) – время начала

движения, 𝑡кон.
𝑘 – время конца движения, 𝑤макс

𝑘 – максимальная перевозимая масса
при транспортировке, 𝐶𝑘 – стоимость транспортировки единицы массы, 𝑘 = 1, 𝐾.
Через 𝒵 обозначается множество всех векторов 𝑧𝑘, 𝑘 = 1, 𝐾. Элементы множества
𝒵 перенумеровываются от 1 до 𝐾. Таким образом, число от 1 до 𝐾 однозначно
определяет конкретную транспортировку и ее параметры.

В дальнейшем под расписанием движения груза понимается набор номеров
транспортировок, которые им используются.

Вводятся минимально и максимально возможная длительность стоянки в
вершине с индексом 𝑣кон.

𝑘 после выполнения транспортировки с номером 𝑘 груза
с номером 𝑖: 𝑡ст. мин.

𝑖,𝑘 и 𝑡ст. макс.
𝑖,𝑘 , 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑘 = 1, 𝐾.

Задается величина 𝜏𝑚1,𝑚2
– ожидаемое время (начиная с момента готов-

ности к отправлению) перевозки груза из вершины с индексом 𝑚1 в вершину с
индексом 𝑚2, 𝑚1,𝑚2 = 1,𝑀 . Также вводится величина 𝜂𝑚1,𝑚2

– ожидаемое время
с момента готовности до отправления груза из вершины с индексом 𝑚1 в верши-
ну с индексом 𝑚2, 𝑚1,𝑚2 = 1,𝑀 . Эти величины оцениваются по историческим
наблюдениям при помощи реализации выборочного среднего, либо экспертным
путем.

Под маршрутом груза с номером 𝑖 понимается набор вершин, последова-
тельно пересекаемых этим грузом, 𝑖 = 1, 𝐼. Максимальное число транспортировок
при движении в рамках горизонта планирования ограничивается некоторым зара-
нее заданным числом 𝐽 . Под 𝑗-м этапом движения груза с номером 𝑖 понимается
движение этого груза, когда используется 𝑗-я по порядку использования транс-
портировка, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1. Вершина называется промежуточной для 𝑖-го
груза, если она не является для него ни вершиной отправления, ни вершиной
назначения, 𝑖 = 1, 𝐼.

Также вводится величина 𝒟𝑖, характеризующая отказ в транспортировке
𝑖-му грузу: 0 – грузу отказано в транспортировке, 1 – иначе, 𝑖 = 1, 𝐼.

На основе множества транспортировок 𝒵 формулируется система ограни-
чений, задающая движение грузов по транспортной сети, задаваемой мультигра-
фом 𝐺. Для этого вводятся вспомогательные переменные 𝛿𝑖,𝑗,𝑘, характеризующие
использование грузом с номером 𝑖 транспортировки с номером 𝑘 на 𝑗-м этапе,
𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Переменная 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 равна нулю, если транспортиров-
ка с номером 𝑘 не используется 𝑖-м грузом на 𝑗-м этапе, и 1 – иначе. Строится
система ограничений, задающая движение по мультиграфу.
По определению переменных 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 имеются ограничения

𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. (1.1)
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Так как этапов для движения может быть не более 𝐽 , вводится ограничение

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝐽+1,𝑘 = 0. (1.2)

Поскольку груз неделим, то на любом этапе (в том числе первом) можно исполь-
зовать максимум одну транспортировку

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘 ≤ 1, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.3)

Если перевозка груза начинается, то она должна быть осуществлена из соответ-
ствующей вершины отправления

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 = 𝑣отпр.

𝑖

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.4)

Движение по мультиграфу 𝐺 возможно только по смежным вершинам
𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘𝑣
кон.
𝑘 ≤

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 +

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘

)︃
𝑀 3, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1, (1.5)

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘𝑣
кон.
𝑘 ≥

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 −

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘

)︃
𝑀, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1. (1.6)

Отправление в промежуточных вершинах маршрута не должно происходить рань-
ше прибытия в эти вершины. Поэтому с учетом ограничений на минимальное и
максимальное время стоянки, получается1

𝐾∑︀
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 + 𝑡ст. мин.

𝑖,𝑘 ) ≤
𝐾∑︀
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︂
1−

𝐾∑︀
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘

)︂
𝑡, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1, (1.7)

где 𝑡 = max
𝑖∈{1,...,𝐼},𝑘∈{1,...,𝐾}

𝑡кон.
𝑘 + 𝑡ст. мин.

𝑖,𝑘 ,

∑︁
𝑘:1≤𝑘≤𝐾,𝑣кон.

𝑘 ̸=𝑣приб.
𝑖

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 + 𝑡ст. макс.

𝑖,𝑘 ) ≥
𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 , 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1. (1.8)

Отправление груза должно происходить с учетом максимально допустимого вре-
мени в вершине отправления. Поэтому накладываются ограничения

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘

)︃
𝑡макс ≤ 𝑡отпр.

𝑖 + 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.9)

С целью отправить груз не ранее момента готовности, вводятся ограничения

𝑡отпр.
𝑖 ≤

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘

)︃
𝑡макс, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.10)

Грузу запрещается выходить из вершины и входить в вершину более чем один
раз
𝐽+1∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑘:𝑣нач.

𝑘 =𝑚,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 1,
𝐽+1∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑘:𝑣кон.

𝑘 =𝑚,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 1, 𝑖 = 1, 𝐼,𝑚 = 1,𝑀, (1.11)

Если предполагается, что груз будет стоять в некоторой промежуточной вершине
1В работе полагается, что сумма любых переменных по пустому множеству равна нулю
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в момент окончания горизонта планирования, гарантируется допустимость такой
стоянки∑︁

𝑘:1≤𝑘≤𝐾,𝑣кон.
𝑘 ̸=𝑣приб.

𝑖

𝛿𝑖,𝑗,𝑘
(︀
𝑡кон.
𝑘 + 𝑡ст. макс.

𝑖,𝑘 − 𝑡макс
)︀
+

+ 𝑡макс

∑︁
𝑘:1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽. (1.12)

Также запрещается дальнейшее движение груза после прибытия в пункт назна-
чения. С этой целью вводятся ограничения∑︁

𝑘:1≤𝑘≤𝐾,𝑣кон.
𝑘 =𝑣приб.

𝑖

𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 2

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘

)︃
, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽. (1.13)

Также вводится величина 𝑇𝑖,𝑗 – количество времени, проводимого грузом с номе-
ром 𝑖 в 𝑗-й (по порядку следования) промежуточной вершине своего маршрута в
рамках горизонта планирования

𝑇𝑖,𝑗 =
∑︁

𝑘:1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗+1,𝑘(𝑡
нач.
𝑘 − 𝑡макс)+

+
∑︁

𝑘:𝑣кон.
𝑘 ̸=𝑣приб

𝑖 ,𝑡кон.
𝑘 <𝑡макс,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡макс − 𝑡кон.
𝑘 ), 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽. (1.14)

Для удобства формулирования системы ограничений полагается 𝑇𝑖,𝐽+1 = 0.
Вводятся новые переменные 𝐹𝑖, характеризующие ожидаемое количество време-
ни, требуемого до прибытия в пункт назначения грузу с номером 𝑖, после оконча-
ния горизонта планирования

𝐹𝑖 = 𝜏𝑣отпр.
𝑖 ,𝑣приб.

𝑖
+

𝐽∑︁
𝑗=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝜏𝑣кон.
𝑘 ,𝑣приб.

𝑖
− 𝜏𝑣нач.

𝑘 ,𝑣приб.
𝑖

)+

+
𝐽∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑘:𝑡кон.

𝑘 ≥𝑡макс,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 − 𝑡макс), 𝑖 = 1, 𝐼. (1.15)

Движение грузов должно осуществляться с учетом ожидаемого времени до при-
бытия в пункт назначения. В этой связи вводятся ограничения

𝐹𝑖 +
𝐽∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑘:𝑡кон.

𝑘 <𝑡макс,𝑣кон.
𝑘 =𝑣приб.

𝑖 ,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 − 𝑡макс)+

+
∑︁

𝑘:1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,1,𝑘(𝑡макс − 𝑡нач.
𝑘 ) ≤ 𝑡𝑖 +

(︃
1−

∑︁
𝑘:1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,1,𝑘

)︃
𝜂𝑣отпр.

𝑖 ,𝑣приб.
𝑖

, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.16)

Отмечается, что в рамках построенной системы ограничений возможно жесткое
задание конкретного набора ребер мультиграфа 𝐺, последовательно пересекаемых
в рамках движения грузом, и приводятся соответствующие ограничения.
Вводятся переменные 𝜔𝑖, характеризующие, прибыл ли груз с номером 𝑖 в пункт
назначения в рамках горизонта планирования: 0 – прибыл, 1 – нет,

𝜔𝑖 = 1−
𝐽∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑘:𝑡кон.

𝑘 <𝑡макс,𝑣кон.
𝑘 =𝑣приб.

𝑖 ,1≤𝑘≤𝐾

𝛿𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.17)
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Необходимость не превысить максимально допустимый вес при транспортировке
с номером 𝑘 приводит к ограничениям

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘𝑤𝑖 ≤ 𝑤макс
𝑘 , 𝑘 = 1, 𝐾. (1.18)

Отмечается, что ограничения (1.1)–(1.18) могут оказаться несовместными, а зна-
чит, множество допустимых стратегий, задаваемое этими ограничениями, пусто.
Приводятся условия существования хотя бы одного решения системы ограниче-
ний (1.1)–(1.18).

Лемма 1.1. Для существования хотя бы одного решения системы огра-

ничений (1.1)–(1.18) достаточно выполнения условий

𝑡отпр.
𝑖 + 𝑑𝑖 ≥ 𝑡макс, 𝜏𝑣отпр.

𝑖 ,𝑣приб.
𝑖

≤ 𝑡𝑖 + 𝜂𝑣отпр.
𝑖 ,𝑣приб.

𝑖
, 𝑖 = 1, 𝐼. (1.19)

Отмечается, что даже если условия (1.19) нарушаются, это не означает, что огра-
ничения (1.1)–(1.18) обязательно несовместны.

Формулируется критерий для поиска оптимального расписания. Для этого
из всех 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 составляется вектор 𝛿, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Также состав-
ляется: из всех 𝐹𝑖 вектор 𝐹 , а из 𝜔𝑖 – вектор 𝜔, 𝑖 = 1, 𝐼. Все 𝑇𝑖,𝑗 объединяются
в вектор 𝑇 , 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1. Критерий представляет свертку суммарного
времени в движении, суммарного количества недоставленных грузов в рамках
горизонта планирования и других характеристик:

𝒞(𝛿, 𝐹, 𝜔, 𝑇 ) = 𝑐1

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(min{𝑡кон.
𝑘 , 𝑡макс} − 𝑡нач.

𝑘 )⏟  ⏞  
суммарное время в движении

в рамках горизонта планирования

+𝑐2

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝑇𝑖,𝑗⏟  ⏞  
суммарное время

стоянки в
промежуточных

вершинах

+

+𝑐3

𝐼∑︁
𝑖=1

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,1,𝑘

)︃
𝑡макс − 𝑡отпр.

𝑖

)︃
⏟  ⏞  

суммарное время стоянки в вершинах отправления
с момента готовности к отправлению

+

+𝑐4

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘𝑤𝑖𝐶𝑘⏟  ⏞  
суммарная стоимость

транспортировок

+𝑐5

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖⏟  ⏞  
суммарное
ожидаемое
время до
доставки

+ 𝑐6

𝐼∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖⏟  ⏞  
суммарное
количество

недоставленных
грузов в рамках

горизонта
планирования

,

(1.20)

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 – некоторые неотрицательные числа.
При различных значениях чисел 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 критериальная функция

(1.20) имеет разный смысл. Например, при 𝑐1 = . . . = 𝑐5 = 0, 𝑐6 = 1 критериаль-
ная функция характеризует количество недоставленных в рамках горизонта пла-
нирования грузов, при 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐5 = 𝑐6 = 0, 𝑐4 = 1 – стоимость перевозок.
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Для нахождения оптимального расписания ставится задача

𝒞(𝛿, 𝐹, 𝜔, 𝑇 ) → min
𝛿,𝐹,𝜔∈{0,1}𝐼 ,𝑇

(1.21)

при ограничениях (1.1)–(1.18) и дополнительных ограничениях
𝑇𝑖,𝑗 ≥ 0, 𝑇𝑖,𝐽+1 = 0, 𝐹𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. (1.22)

Отмечается, что требование (1.22) неотрицательности переменных 𝐹𝑖, 𝑇𝑖,𝑗, вообще
говоря, избыточно в виду наличия ограничений (1.1)–(1.10), (1.13). Однако огра-
ничение на их неотрицательность позволяет в некоторых задачах ускорить поиск
оптимального решения.

В виду большой вычислительной сложности построенной задачи формиру-
ется алгоритм поиска приближенного решения на основе ее декомпозиции. Для
этого горизонт планирования делится на 𝑃 непересекающихся промежутков (по-

луинтервалов) 𝒯1, . . ., 𝒯𝑃 , т.е. [0, 𝑡макс) ≡
𝑃⋃︀
𝑝=1

𝒯𝑝, где ∀𝑝1, 𝑝2 ∈ {1, . . . , 𝑃} : 𝑝1 ̸= 𝑝2

𝒯𝑝1
⋂︀

𝒯𝑝2 ≡ ∅. Вводятся вспомогательные величины 𝒯 𝑝
def
= inf 𝒯𝑝, 𝒯 𝑝

def
= sup 𝒯𝑝,

𝑝 = 1, 𝑃 . Множества 𝒯1, . . ., 𝒯𝑃 строятся так, что 𝒯 1 = 0, 𝒯 𝑃 = 𝑡макс, 𝒯 𝑝+1 =

= 𝒯 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑃 − 1.
Множество номеров грузов ℐ делится на 𝑆 непересекающихся подмножеств

ℐ𝑠, т.е. ℐ def
= {1, . . . , 𝐼} ≡

𝑆⋃︀
𝑠=1

ℐ𝑠, причем ∀𝑠1, 𝑠2 ∈ {1, . . . , 𝑆} : 𝑠1 ̸= 𝑠2 ℐ𝑠1
⋂︀

ℐ𝑠2 ≡ ∅.

Формулируется система ограничений, задающих движение по мультиграфу
для грузов с номерами из множества ℐ𝑠 в субгоризонт планирования [0, 𝒯 𝑝), где
𝑝 – произвольное число из множества {1, 2, . . . , 𝑃}, а 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑆}. Под 𝒦𝑠,𝑝 по-

нимается некоторое непустое подмножество транспортировок
𝑝⋃︀

𝑝=1
𝒦𝑝, выбираемое

для грузов из множества ℐ𝑠. Здесь 𝒦𝑝
def
= {𝑘 ∈ N : 𝑘 ≤ 𝐾, 𝑡нач.

𝑘 ∈ 𝒯𝑝}, 𝑝 = 1, 𝑃
Предполагается, что для всех грузов с номерами из множеств ℐ1, ℐ2, . . .,

ℐ𝑠−1 имеется отказ в транспортировке или расписание движения. Если грузу c

номером 𝑖̂ ∈
𝑠−1⋃︀
𝑠=1

ℐ𝑠 отказано в транспортировке, то полагается 𝛿𝑖̂,𝑗,𝑘 = 0, 𝑗 =

= 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾, а 𝒟𝑖̂ = 0.
Далее вводятся вспомогательные переменные 𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘, характеризующие ис-

пользование грузом с номером 𝑖 транспортировки с номером 𝑘 на 𝑗-м этапе при
формировании расписания для субгоризонта планирования [0, 𝒯 𝑝), 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 =

= 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝. Переменная 𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 равна единице, если транспортировка с
номером 𝑘 используется 𝑖-м грузом на 𝑗-м этапе, и 0 – иначе.

Формируется система ограничений
𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝. (1.23)∑︀

𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘𝑣
кон.
𝑘 ≤

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 +

(︂
1−

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘

)︂
𝑀 3, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1, (1.24)

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘𝑣
кон.
𝑘 ≥

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 −

(︂
1−

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘

)︂
𝑀, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1. (1.25)
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𝑖∈ℐ𝑠

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝐽+1,𝑘 = 0. (1.26)∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘𝑣
нач.
𝑘 = 𝑣отпр.

𝑖

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘,
∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘 ≤ 1, 𝑖 ∈ ℐ𝑠. (1.27)

𝐽∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 = 0,∀𝑖 ∈ ℐ𝑠 : 𝑡отпр.
𝑖 ≥ 𝒯 𝑝. (1.28)

𝑡отпр.
𝑖 ≤

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︂
1−

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘

)︂
𝒯 𝑝 ≤ 𝑡отпр.

𝑖 + 𝑑𝑖,∀𝑖 ∈ ℐ𝑠 : 𝑡отпр.
𝑖 < 𝒯 𝑝. (1.29)

𝐽+1∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑣нач.

𝑘 =𝑚

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 1,
𝐽+1∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑣кон.

𝑘 =𝑚

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 1, 𝑖 ∈ ℐ𝑠,𝑚 = 1,𝑀, (1.30)

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 + 𝑡ст. мин.

𝑖,𝑘 ) ≤
∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

+

(︃
1−

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘

)︃
𝑡, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1, (1.31)∑︁

𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 + 𝑡ст. макс.

𝑖,𝑘 ) ≥
∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 , 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 − 1. (1.32)

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑣кон.

𝑘 ̸=𝑣приб.
𝑖

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘
(︀
𝑡кон.
𝑘 + 𝑡ст. макс.

𝑖,𝑘 − 𝒯 𝑝

)︀
+ 𝒯 𝑝

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽, (1.33)

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑣кон.

𝑘 =𝑣приб.
𝑖

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 2

(︃
1−

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘

)︃
, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽, (1.34)

Вводится величина 𝑇 𝑝
𝑖,𝑗 – количество времени, проводимого грузом с номером 𝑖 в

𝑗-й (по порядку следования) промежуточной вершине своего маршрута в рамках
субгоризонта планирования

𝑇 𝑝
𝑖,𝑗 =

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗+1,𝑘(𝑡
нач.
𝑘 − 𝒯 𝑝)+

+
∑︁

𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑣кон.
𝑘 ̸=𝑣приб.

𝑖 ,𝑡кон.
𝑘 <𝒯 𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘(𝒯 𝑝 − 𝑡кон.
𝑘 ), 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽. (1.35)

Для удобства формулирования системы ограничений полагается 𝑇 𝑝
𝑖,𝐽+1 = 0.

Вводятся новые переменные 𝐹 𝑝
𝑖 , характеризующие ожидаемое количество време-

ни, требуемого до прибытия в пункт назначения грузу с номером 𝑖, после оконча-
ния субгоризонта [0, 𝒯 𝑝)

𝐹 𝑝
𝑖 = 𝜏𝑣отпр.

𝑖 ,𝑣приб.
𝑖

+
𝐽∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝜏𝑣кон.
𝑘 ,𝑣приб.

𝑖
− 𝜏𝑣нач.

𝑘 ,𝑣приб.
𝑖

)+

+
𝐽∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑡кон.

𝑘 ≥𝒯 𝑝

𝛿𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 − 𝒯 𝑝), 𝑖 ∈ ℐ𝑠. (1.36)

Задаются переменные 𝜔𝑝
𝑖 , характеризующие, прибыл ли груз с номером 𝑖 в пункт

назначения на основе используемых транспортировок в субгоризонт планирова-
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ния [0, 𝒯 𝑝): 0 – прибыл, 1 – не прибыл

𝜔𝑝
𝑖 = 1−

𝐽∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑡кон.

𝑘 <𝒯 𝑝,𝑣кон.
𝑘 =𝑣приб.

𝑖

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 ∈ ℐ𝑠. (1.37)

Также вводятся ограничения

𝐹 𝑝
𝑖 +

𝐽∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝:𝑡кон.

𝑘 <𝒯 𝑝,𝑣кон.
𝑘 =𝑣приб.

𝑖

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘(𝑡
кон.
𝑘 − 𝒯 𝑝) +

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘(𝒯 𝑝 − 𝑡нач.
𝑘 ) ≤

≤ 𝑡𝑖 +

(︃
1−

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘

)︃
𝜂𝑣отпр.

𝑖 ,𝑣приб.
𝑖

,∀𝑖 ∈ ℐ𝑠 : 𝑡отпр.
𝑖 < 𝒯 𝑝. (1.38)

∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘𝑤𝑖 ≤ 𝑤макс
𝑘 −

∑︁
𝑖∈

𝑠−1⋃︀
𝑠=1

ℐ𝑠

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝛿𝑖,𝑗,𝑘𝑤𝑖, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝. (1.39)

Ограничения (1.23)–(1.27), (1.29)–(1.39) идентичны ограничениям (1.1)–(1.18).
Из всех 𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 составляется вектор 𝛿𝑠,𝑝, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝. Так-

же из всех 𝐹 𝑝
𝑖 составляется вектор 𝐹 𝑠,𝑝, а из 𝜔𝑝

𝑖 – вектор 𝜔𝑠,𝑝, 𝑖 ∈ ℐ𝑠. Все 𝑇 𝑝
𝑖,𝑗

объединяются в вектор 𝑇 𝑠,𝑝, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1.
Формируется вспомогательная критериальная функция следующего вида

𝒞𝑝
𝑠 (𝛿

𝑠,𝑝, 𝐹 𝑠,𝑝, 𝜔𝑠,𝑝, 𝑇 𝑠,𝑝) = 𝑐1
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝐽+1∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘(min{𝑡кон.
𝑘 , 𝒯 𝑝} − 𝑡нач.

𝑘 )⏟  ⏞  
суммарное время в движении

в рамках субгоризонта планирования [0, 𝒯 𝑝)

+

+𝑐2
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝐽+1∑︁
𝑗=1

𝑇 𝑝
𝑖,𝑗⏟  ⏞  

суммарное время
стоянки в

промежуточных
вершинах

+𝑐3
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

(︃ ∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘𝑡
нач.
𝑘 +

(︃
1−

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛿𝑝𝑖,1,𝑘

)︃
𝒯 𝑝 − 𝑡отпр.

𝑖

)︃
⏟  ⏞  

суммарное время стоянки в вершинах отправления
с момента готовности к отправлению

до конца субгоризонта планирования [0, 𝒯 𝑝)

+

+𝑐4
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝐽+1∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘𝑤𝑖𝐶𝑘⏟  ⏞  
суммарная стоимость

транспортировок

+𝑐5
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝐹 𝑝
𝑖⏟  ⏞  

суммарное
ожидаемое
время до
доставки

+ 𝑐6
∑︁
𝑖∈ℐ𝑠

𝜔𝑝
𝑖⏟  ⏞  

суммарное
количество

недоставленных
грузов в рамках

субгоризонта
планирования

,

(1.40)

где 𝑐1, 𝑐2, . . ., 𝑐6 – неотрицательные константы.
Формулируется и доказывается лемма о связи критериальных функций и

систем ограничений.

Лемма 1.2. При 𝑠 ≡ 𝑆 = 1, 𝑝 = 𝑃 , 𝒦𝑠,𝑃 =
𝑃⋃︀
𝑝=1

𝒦𝑝 критеральная функция

(1.40) и система ограничений (1.23)–(1.39) будут повторять критериальную
функцию (1.20) и систему ограничений (1.1)–(1.18) с точностью до замены пе-
ременных 𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘, 𝑇

𝑝
𝑖,𝑗, 𝐹

𝑝
𝑖 , 𝜔𝑝

𝑖 на 𝛿𝑖,𝑗,𝑘, 𝑇𝑖,𝑗, 𝐹𝑖, 𝜔𝑖 соответственно.
Перед формированием алгоритма приближенного решения задачи (1.20)
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при ограничениях (1.1)–(1.18) вводится специальный параметр ускорения счета
𝐴 ∈ R+, с уменьшением значения которого при формировании расписания до-
ступно большее число транспортировок. Поясняется, что при решении задач оп-
тимизации наиболее рациональным представляется полагать 𝐴 равным единице.
С учетом этого параметра предлагается следующий алгоритм приближенного
решения задачи (1.20) при ограничениях (1.1)–(1.18).

1. Задаются числа 𝑐1, 𝑐2, . . ., 𝑐6 ∈ R+. Фиксируются числа 𝑃 , 𝐽 ∈ N. Зада-
ется число 𝐴 ∈ R+.

2. Множество номеров грузов расщепляется на 𝑆 ∈ N непересекающихся

подмножеств ℐ𝑠, т.е. {1, . . . , 𝐼} ≡
𝑆⋃︀

𝑠=1
ℐ𝑠, причем ∀𝑠1, 𝑠2 ∈ {1, . . . , 𝑆} : 𝑠1 ̸= 𝑠2

ℐ𝑠1
⋂︀

ℐ𝑠2 ≡ ∅.
3. Формируется множество промежутков 𝒯1, . . ., 𝒯𝑃 так, что [0, 𝑡макс) ≡

𝑃⋃︀
𝑝=1

𝒯𝑝, где ∀𝑝1, 𝑝2 ∈ {1, . . . , 𝑃} : 𝑝1 ̸= 𝑝2 𝒯𝑝1
⋂︀

𝒯𝑝2 ≡ ∅, причем 𝒯 1 = 0, 𝒯 𝑃 = 𝑡макс,

𝒯 𝑝+1 = 𝒯 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑃 − 1.
4. Формируются множества 𝒦𝑝 = {𝑘 ∈ N : 𝑘 ≤ 𝐾, 𝑡нач.

𝑘 ∈ 𝒯𝑝}, 𝑝 = 1, 𝑃 .
5. Инициализируется параметр 𝑠 = 1.
6. Инициализируется параметр 𝑝 = 1.
7. Если 𝑝 равно единице, то формируется множество V 𝑠,𝑝 =

⋃︀
𝑖∈ℐ𝑠

𝑣отпр.
𝑖 . Если

𝑝 больше единицы, то

V 𝑠,𝑝 =
⋃︁
𝑖∈ℐ𝑠

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑣отпр.
𝑖 ,

𝐽+1∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝−1

𝛿
𝑝−1

𝑖,𝑗,𝑘 = 0,

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝−1

𝛿
𝑝−1

𝑖,𝑗𝑖,𝑘
𝑣кон.
𝑘 ,

𝐽+1∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝−1

𝛿
𝑝−1

𝑖,𝑗,𝑘 > 0,

где 𝑗𝑖 =
𝐽+1∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑘∈𝒦𝑠,𝑝−1

𝛿
𝑝−1

𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 ∈ ℐ𝑠.

8. Если 𝐴 = 0, то K 𝑠,𝑝 = 𝒦𝑝. Если 𝐴 > 0, то формируется множество

K 𝑠,𝑝 =

{︂
𝑘 ∈ 𝒦𝑝 : min

𝑚∈V 𝑠,𝑝
𝜏𝑚,𝑣нач.

𝑘
≤ (𝒯 𝑝 − 𝒯 𝑝)/𝐴,min

𝑖∈ℐ𝑠
𝑡отпр.
𝑖 ≤ 𝑡нач.

𝑘

}︂
.

9. Если 𝑝 > 1 формируется множество 𝒦𝑠,𝑝 =
𝑝−1⋃︀
𝑝=1

𝒦𝑠,𝑝
⋃︀

K 𝑠,𝑝. Если 𝑝 = 1,

то 𝒦𝑠,𝑝 = K 𝑠,𝑝.
10. Если множество 𝒦𝑠,𝑝 пусто и 𝑝 < 𝑃 , то величина 𝑝 увеличивается на

единицу, происходит переход к шагу 7.
Если множество 𝒦𝑠,𝑝 пусто и 𝑝 = 𝑃 , то 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 = 0, 𝒟𝑖 = 0, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 =

= 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Если 𝑠 = 𝑆, то алгоритм завершен. Если 𝑠 < 𝑆, то величина
𝑠 увеличивается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Если множество 𝒦𝑠,𝑝 непусто, то происходит переход к шагу 11.
11. Решается задача

𝒞𝑝
𝑠 (𝛿

𝑠,𝑝, 𝐹 𝑠,𝑝, 𝜔𝑠,𝑝, 𝑇 𝑠,𝑝) → min
𝛿𝑠,𝑝,𝐹 𝑠,𝑝,𝜔𝑠,𝑝∈{0,1}|ℐ𝑠|,𝑇 𝑠,𝑝
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при ограничениях (1.23)–(1.39),

𝑇 𝑝
𝑖,𝑗 ≥ 0, 𝑇 𝑝

𝑖,𝐽+1 = 0, 𝐹 𝑝
𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝.

а также при 𝑝 > 1 ограничениях
𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛿

𝑝−1

𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝−1. (1.41)
Если решение этой задачи не существует, то 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 = 0, 𝒟𝑖 = 0, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 =

= 1, 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Если 𝑠 = 𝑆, то алгоритм завершен. Если 𝑠 < 𝑆, то величина
𝑠 увеличивается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Если решение задачи найдено и 𝑝 < 𝑃 , то задаются величины 𝛿
𝑝

𝑖,𝑗,𝑘, равные
единице, если на промежуток времени [0, 𝒯 𝑝) для груза с номером 𝑖 на этапе
с номером 𝑗 зарезервирована транспортировка с номером 𝑘, и равные нулю в
противном случае, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝. Величина 𝑝 увеличивается на
единицу. Происходит переход к шагу 7.

Если решение задачи найдено и 𝑝 = 𝑃 , то 𝒟𝑖 = 1, задаются величины 𝛿𝑖,𝑗,𝑘,
равные единице, если для груза с номером 𝑖 на этапе с номером 𝑗 используется
транспортировка с номером 𝑘, и равные 0 в противном случае, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1,
𝑘 = 1, 𝐾. Если 𝑠 = 𝑆, то алгоритм завершен. Если 𝑠 < 𝑆, то величина 𝑠 увеличи-
вается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Отмечается, что ограничение (1.41) позволяет зафиксировать расписание
на промежуток [0, 𝒯 1) при поиске расписания на промежуток [0, 𝒯 2), расписание
на промежуток [0, 𝒯 2) при поиске расписания на промежуток [0, 𝒯 3) и так далее.

Cвязь между решением задачи (1.21) при ограничениях (1.1)–(1.18), (1.22) и
решением, порождаемым представленным выше алгоритмом, устанавливает сле-
дующая теорема.

Теорема 1.1. Если
𝐼∑︀

𝑖=1

𝒟𝑖 ≡ 𝐼, то существует хотя бы одно решение

системы ограничений (1.1)–(1.18), (1.22), причем одно из решений этой систе-
мы можно получить, положив 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛿𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Если

0 <
𝐼∑︀

𝑖=1

𝒟𝑖 < 𝐼, то существует хотя бы одно решение системы ограничений

(1.1)–(1.18), (1.22) для модифицированного набора грузов {𝑖 ∈ N : 𝑖 ≤ 𝐼,𝒟𝑖 ≡ 1}.
Также в первой главе рассматривается задача совместного поиска расписа-

ния и назначения «технологического окна» (далее – ТО) длительности не меньше
заданного параметра ∆, которое должно осуществляться не ранее 𝑡о1 и не позднее
𝑡о2, когда для ремонта должны быть закрыты некоторые ребра мультиграфа 𝐺.
Для этой задачи из множества 𝒵 выделяются номера тех транспортировок, у кото-
рых ребро, образовываемое первыми тремя компонентами вектора свойств транс-
портировки, подлежит ремонту. На основе этих номеров составляется множество
𝑍 ′ ⊂ {1, 2, . . . , 𝐾}. Предполагается, что для ТО отводится интервал (𝑇1, 𝑇2), где
𝑇1 и 𝑇2 – переменные, подлежащие определению.

Для исключения транспортировок, попадающие по месту и времени в ТО
вводятся вспомогательные бинарные переменные 𝛾𝑘 и æ𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍 ′. Используя их,
накладываются дополнительные ограничения

𝛾𝑘𝑡
кон.
𝑘 ≤ 𝑇1, 𝑇2 ≤ æ𝑘𝑡

нач.
𝑘 + (1− æ𝑘)𝑡макс, 𝑘 ∈ 𝑍 ′, (1.42)
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𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ≤ æ𝑘 + 𝛾𝑘, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽, 𝑘 ∈ 𝑍 ′, (1.43)

Если хотя бы одна из переменных æ𝑘 и 𝛾𝑘 будет равна единице, т.е. либо ТО нач-
нется позже окончания транспортировки, либо закончится раньше начала транс-
портировки, то ограничения (1.43) выродятся в ограничения (1.1) и транспорти-
ровка с номером 𝑘 будет осуществима, 𝑘 ∈ 𝑍 ′. В оcтальных случаях окажется,
что 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 ≤ 0, а значит, 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 = 0, что приведет к невозможности осуществления
транспортировки с номером 𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍 ′.

Для того, чтобы ТО было длиной не меньше заданного параметра ∆, а
также проводилось в заданный временной промежуток времени, накладываются
ограничения,

𝑇2 − 𝑇1 ≥ ∆, 𝑡о1 ≤ 𝑇1, 𝑇2 ≤ 𝑡о2. (1.44)
С учетом введенных ограничений ставится задача

𝒞(𝛿, 𝐹, 𝜔, 𝑇 ) → min
𝛿,𝐹,𝜔∈{0,1}𝐼 ,𝑇 ,𝑇1,𝑇2,æ𝑘∈{0,1},𝛾𝑘∈{0,1},𝑘∈𝑍 ′

(1.45)

при ограничениях (1.1)–(1.18), (1.22), (1.42)–(1.44).
В виду трудоемкости задачи (1.21) при ограничениях (1.1)–(1.18), (1.22),

не говоря об учете дополнительных ограничений (1.42)–(1.44), предлагается по-
следовательность действий по поиску субоптимального решения в задаче (1.45)
при ограничениях (1.1)–(1.18), (1.22), (1.42)–(1.44). Вначале определяется распи-
сание движения как если бы необходимость назначения ТО отсутствовала. Далее
ТО подбирается так, чтобы в него попадало минимальное количество грузов. Да-
лее нужно исключить транспортировки, попадающие в ТО, и заново построить
расписание движения для всех грузов.

Пусть найдено оптимальное/субоптимальное решение задачи построения
расписания движения грузов по всей транспортной сети: задано множество
𝑍𝑖 ⊂ {1, . . . , 𝐾} – множество номеров транспортировок, используемых при дви-
жении грузом с номером 𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼. Далее формируется множество номеров грузов
ℐ def
= {𝑖 ∈ N : 𝑖 ≤ 𝐼, 𝑍𝑖 ∩ 𝑍 ′ ̸= ∅}. Если множество ℐ пусто, то можно назначить

ТО любой длительности в пределах горизонта планирования. Если же множество
ℐ непусто, то нужно решить задачу по минимизации количества грузов, попада-
ющих в ТО.

Для этого вводятся дополнительные бинарные переменные 𝛿𝑝, равенство
нулю которых означает, что ни одна из транспортировок для груза с номером
𝑝 не попадает по времени в ТО, 𝑝 ∈ ℐ. В этой связи вводятся новые бинарные
переменные 𝛿

𝑘𝑝
𝑝 , равенство нулю которых означает, что используемая грузом с

номером 𝑝 транспортировка c номером 𝑘𝑝 будет доступна вследствие ТО, 𝑝 ∈ ℐ,
𝑘𝑝 ∈ 𝑍𝑝∩𝑍 ′. Для того, чтобы переменная 𝛿

𝑘𝑝
𝑝 была равна нулю, нужно выполнение

либо 𝑇1 ≥ 𝑡кон.
𝑘𝑝

, либо 𝑇2 ≤ 𝑡нач.
𝑘𝑝

. В этой связи вводятся дополнительные бинарные
переменные 𝛼

𝑘𝑝
𝑝 , 𝛽

𝑘𝑝
𝑝 . Переменная 𝛼

𝑘𝑝
𝑝 равна нулю, только если 𝑇1 ≥ 𝑡кон.

𝑘𝑝
. Пе-

ременная 𝛽
𝑘𝑝
𝑝 равна нулю, только если 𝑇2 ≤ 𝑡нач.

𝑘𝑝
. С использованием введенных

переменных получается следующая задача∑︁
𝑝∈ℐ

𝛿𝑝 → min
𝑇1,𝑇2,𝛿𝑝∈{0,1},𝛿

𝑘𝑝
𝑝 ∈{0,1},𝛼𝑘𝑝

𝑝 ∈{0,1},𝛽𝑘𝑝
𝑝 ∈{0,1},𝑝∈ℐ,𝑘𝑝∈𝑍𝑝∩𝑍 ′

(1.46)
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при ограничениях (1.44) и

𝑇1 ≥ (1− 𝛼𝑘𝑝
𝑝 )𝑡кон.

𝑘𝑝
, 𝑇2 ≤ (1− 𝛽𝑘𝑝

𝑝 )𝑡нач.
𝑘𝑝

+ 𝛽𝑘𝑝
𝑝 𝑡макс., 𝑝 ∈ ℐ, 𝑘𝑝 ∈ 𝑍𝑝 ∩ 𝑍 ′, (1.47)

𝛿𝑘𝑝𝑝 ≥ 𝛼𝑘𝑝
𝑝 + 𝛽𝑘𝑝

𝑝 − 1, 𝑝 ∈ ℐ, 𝑘𝑝 ∈ 𝑍𝑝 ∩ 𝑍 ′, (1.48)

𝛿𝑝 ≥
∑︁

𝑘𝑝∈𝑍𝑝∩𝑍 ′

𝛿𝑘𝑝𝑝 /𝐾, 𝑝 ∈ ℐ. (1.49)

Равенство 𝛿𝑝 единице на оптимальном решении означает, что груз с номером 𝑝
попадает по времени в ТО, 𝑝 ∈ ℐ.

Получается следующий алгоритм совместного поиска расписания и ТО.
1. При помощи алгоритма поиска расписания ищется расписание движения.

Если по итогу работы алгоритма оказывается
𝐼∑︀

𝑖=1

𝒟𝑖 ≡ 0, то не удается
построить расписание ни одному из грузов, при этом «технологическое окно»
можно установить любой длительности (например, в качестве 𝑇1 можно взять
𝑡о1, а в качестве 𝑇2 – 𝑡о2), алгоритм завершен.

Если по итогу работы алгоритма оказывается 0 <
𝐼∑︀

𝑖=1

𝒟𝑖 ≤ 𝐼, то происходит

переход к шагу 2.
2. Формируется множество ℐ = {𝑖 ∈ N : 𝑖 ≤ 𝐼,𝒟𝑖 ≡ 1, 𝑍𝑖 ∩ 𝑍 ′ ̸= ∅}, где

𝑍𝑖 – множество номеров транспортировок, используемых при движении грузом
с номером 𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼, согласно построенному на 1-м шаге настоящего алгоритма
расписанию.

Если множество ℐ пусто, то можно назначить ТО любой длительности в
пределах горизонта планирования (например, в качестве 𝑇1 можно взять 𝑡о1, а в
качестве 𝑇2 – 𝑡о2), расписание движения построено на шаге 1, алгоритм завершен.

Если множество ℐ непусто, то происходит переход к шагу 3.
3. Решается задача (1.46) при ограничениях (1.44) и (1.47)–(1.49). Полага-

ется 𝑇 *
1 и 𝑇 *

2 – оптимальное значение переменных 𝑇1 и 𝑇2 соответственно в этой
задаче. Если оптимальное значение критерия в (1.46) при ограничениях (1.44) и
(1.47)–(1.49) равно нулю, то 𝑇 *

1 и 𝑇 *
2 задают время для проведения ТО, расписание

грузов перестраивать не нужно, алгоритм завершен. Если оптимальное значение
критерия в задаче (1.46) при ограничениях (1.44) и (1.47)–(1.49) отлично от нуля,
то формируется множество 𝒦′ = 𝑍 ′⋂︀{𝑘 ∈ 𝑍 ′ : 𝑡кон.

𝑘 ≤ 𝑇 *
1 }𝑐
⋂︀
{𝑘 ∈ 𝑍 ′ : 𝑡нач.

𝑘 ≥ 𝑇 *
2 }𝑐,

происходит переход к шагу 4.
4. При помощи алгоритма поиска расписания ищется расписание движения

с учетом того, что на шаге 11 соответствующего алгоритма добавляются ограни-
чения

𝛿𝑝𝑖,𝑗,𝑘 = 0, 𝑖 ∈ ℐ𝑠, 𝑗 = 1, 𝐽 + 1, 𝑘 ∈ 𝒦𝑠,𝑝
⋂︁

𝒦′, (1.50)
гарантирующие, что транспортировки, попадающие в ТО, не будут использованы.

Теорема 1.2. Если
𝐼∑︀

𝑖=1

𝒟𝑖 ≡ 𝐼, то существует хотя бы одно решение

системы ограничений (1.1)–(1.18), (1.22), (1.42)–(1.44), причем на одном из ре-
шений выполняется 𝛿𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛿𝑖,𝑗,𝑘, переменные 𝑇1 и 𝑇2 для этого решения зада-
ются на шагах 2-4 алгоритма совместного поиска расписания и ТО, 𝑖 = 1, 𝐼,
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𝑗 = 𝐽 + 1, 𝑘 = 1, 𝐾. Если 0 <

𝐼∑︀
𝑖=1

𝒟𝑖 < 𝐼, то существует хотя бы одно решение

системы ограничений (1.1)–(1.18), (1.22), (1.42)–(1.44) для модифицированного
набора грузов {𝑖 ∈ N : 𝑖 ≤ 𝐼,𝒟𝑖 ≡ 1}.

Во второй главе рассматривается неориентированный граф транспорт-
ной сети 𝐺 =< 𝑉,𝐸 >, где 𝑉 – множество вершин (для железнодорожной стан-
ции – это стрелочные переводы, стыки между рельсами и точки входа и выхо-
да со станции (границы станции)), а 𝐸 – множество ребер (для станции – же-
лезнодорожных путей), соединяющих данные вершины. Также задана функция
𝐷 : 𝐸 → R+, характеризующая длину ребра. Предполагается, что количество
ребер в графе 𝐺 равно 𝑚. Ребра графа 𝐺 перенумеровываются от единицы до 𝑚,
составляется новый граф 𝐺′ =< 𝑉 ′, 𝐸 ′ >, множеством вершин 𝑉 ′ которого явля-
ются номера ребер графа 𝐺, т.е. 𝑉 ′ = {1, 2, . . . ,𝑚}. Множество ребер 𝐸 ′ включает
в себя ребра между вершинами из 𝑉 ′, если эти вершины являются смежными реб-
рами в графе 𝐺. На элементах множества 𝑉 ′ вводится функция 𝐷′ : 𝑉 ′ → R+,
характеризующая «вес» вершин в графе 𝐺′, т.е. длину соответствующих ребер в
графе 𝐺.

Время отсчитывается от некоторого момента отсчета. Предполагается, что
в транспортной сети имеется некоторое базовое расписание движения грузов и пе-
ревозящих их транспортных средств на промежуток времени [0, 𝑡], где 𝑡 – некото-
рое число. Такое расписание представляется в виде функции𝐹общ :𝑉 ′×[0,𝑡]→{0,1}:

𝐹общ(𝑒, 𝑡)
def
=

⎧⎨⎩0,
ребро (графа 𝐺) с номером 𝑒

свободно для движения в момент времени 𝑡,
1 иначе,

характеризующей занятость ребра графа для движения в момент времени 𝑡. При
этом транспортное средство может двигаться отдельно от груза.

Для формирования системы ограничений с целью управления движением
формируется множество 𝒯𝑒, состоящее из левой и правой границ интервалов вре-
мени, когда ребро с номером 𝑒 свободно для движения в рамках действующего
расписания. С помощью множества 𝒯𝑒 выделяются моменты времени, в которые
ребро с номером 𝑒 свободно. Элементы множества 𝒯𝑒 упорядочиваются по воз-
растанию, из них составляется вектор 𝜏𝑒. Предполагается, что dim 𝜏𝑒 = 2𝐼𝑒, где
𝐼𝑒 – количество промежутков времени, когда ребро с номером 𝑒 свободно для
движения.

Предполагается, что требуется встроить в действующее расписание
груз/транспортное средство со следующими характеристиками:

– номер ребра 𝑒0 графа 𝐺, на котором начинается движение;
– номер ребра 𝑒𝑇 графа 𝐺, на котором заканчивается движение/происходит

выход из транспортной сети;
– максимальная скорость груза/транспортного средства по транспортной сети

𝑣макс;
– время (начиная от некоторого момента отсчета) 𝑡приб прибытия на ребро 𝑒0;
– время 𝑡мин, не ранее которого нужно закончить движение по ребру 𝑒𝑇 ;
– время 𝑡макс ∈ [0, 𝑡], не позднее которого нужно закончить движение по ребру

𝑒𝑇 .
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Рассматривается некоторое количество путей (называемых в дальнейшем

маршрутами) в графе 𝐺′ из вершины 𝑒0 в вершину 𝑒𝑇 , т.е. последовательностей
вершин графа 𝐺′, упорядоченных по порядку следования груза через транспорт-
ную сеть. Предполагается, что общее количество таких последовательностей рав-
но 𝐿. Из этих последовательностей составляется множество ℰ . Произвольный эле-
мент 𝐸𝑙 множества ℰ имеет вид 𝐸𝑙 = {𝑒0,𝑙, 𝑒1,𝑙, . . . , 𝑒𝑘,𝑙, . . . , 𝑒𝐾𝑙,𝑙}, где 𝑒𝑘,𝑙 ∈ 𝑉 ′,
причем 𝑒0,𝑙 = 𝑒0 и 𝑒𝐾𝑙,𝑙 = 𝑒𝑇 , 𝑘 = 1, 𝐾𝑙, 𝑙 = 1, 𝐿.

Полагается, что 𝑡𝑘,𝑙 – момент перехода с вершины с номером 𝑒𝑘−1,𝑙 на вер-
шину с номером 𝑒𝑘,𝑙 графа 𝐺′, 𝑘 = 1, 𝐾𝑙; 𝑡0,𝑙 – время прибытия на вершину с
номером 𝑒0,𝑙 графа 𝐺′; 𝑡𝐾𝑙+1,𝑙 – время убытия из вершины с номером 𝑒𝐾𝑙,𝑙 графа
𝐺′. Далее строится система ограничений, задающих движение по маршруту 𝐸𝑙

по графу 𝐺, т.е. при некотором фиксированном 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝐿}. Условие физиче-
ской реализуемости (невозможности проехать любое ребро графа 𝐺 за бесконечно
малое время) записывается в виде

𝑡𝑘+1,𝑙 − 𝑡𝑘,𝑙 ≥
𝐷′(𝑒𝑘,𝑙)

𝑣макс
, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙, (2.1)

Условие на движение только по свободным ребрам графа 𝐺 записывается в виде
∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘,𝑙, 𝑡𝑘+1,𝑙] 𝐹 (𝑒𝑘,𝑙, 𝑡) = 0, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙,

которое эквивалентно ограничениям
𝑡𝑘+1,𝑙∫︁
𝑡𝑘,𝑙

𝐹общ(𝑒𝑘,𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙. (2.2)

Также вводятся ограничения на момент окончания движения
𝑡мин ≤ 𝑡𝐾𝑙+1,𝑙 ≤ 𝑡макс. (2.3)

Так как движение начинается в момент времени 𝑡приб, вводится ограничение
𝑡0,𝑙 = 𝑡приб. (2.4)

Ставится задача оптимизации времени прохождения груза через транс-
портную сеть по маршруту 𝐸𝑙, которая имеет вид

𝑡𝐾𝑙+1,𝑙 → min
𝑡0,𝑙,𝑡1,𝑙,...,𝑡𝐾𝑙+1,𝑙

(2.5)

при ограничениях (2.1)–(2.4).
Отмечается, что непосредственное решение задачи (2.5) при ограничениях

(2.1)–(2.4) затруднительно, так как ограничения (2.2) являются нелинейными. В
этой связи путем введения целочисленных переменных исходная задача нелиней-
ного программирования сводится к задаче смешанного целочисленного линейного
программирования. Для этого вводятся новые переменные 𝛿𝑖𝑘,𝑙, равные единице,
если движение по ребру с номером 𝑒𝑘,𝑙 в рамках маршрута 𝐸𝑙 осуществляется в
промежуток времени между 𝜏 2𝑖−1

𝑒𝑘,𝑙
и 𝜏 2𝑖𝑒𝑘,𝑙, и равные нулю, если движение по ребру

с номером 𝑒𝑘,𝑙 в промежуток времени между 𝜏 2𝑖−1
𝑒𝑘,𝑙

и 𝜏 2𝑖𝑒𝑘,𝑙 не осуществляется, 𝑘 =

= 0, 𝐾𝑙, 𝑖 = 1, 𝐼𝑒𝑘,𝑙. Для того, чтобы начать движение по ребру с номером 𝑒𝑘,𝑙 не
раньше 𝜏 2𝑖−1

𝑒𝑘,𝑙
, вводятся ограничения

𝑡𝑘,𝑙 ≥ 𝛿𝑖𝑘,𝑙𝜏
2𝑖−1
𝑒𝑘,𝑙

, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙, 𝑖 = 1, 𝐼𝑒𝑘,𝑙. (2.6)
Чтобы закончить движение по ребру с номером 𝑒𝑘,𝑙 не позднее 𝜏 2𝑖𝑒𝑘,𝑙, накладываются
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ограничения

𝑡𝑘+1,𝑙 ≤ 𝛿𝑖𝑘,𝑙𝜏
2𝑖
𝑒𝑘,𝑙

+ (1− 𝛿𝑖𝑘,𝑙)𝑡макс, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙, 𝑖 = 1, 𝐼𝑒𝑘,𝑙. (2.7)
При этом движение по каждому ребру может осуществляться только в один из
промежутков свободности этого ребра

𝐼𝑒𝑘,𝑙∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖𝑘,𝑙 = 1, 𝑘 = 0, 𝐾𝑙. (2.8)

Таким образом, для решения задачи поиска времени движения по марш-
руту 𝐸𝑙 решается задача

𝑡𝐾𝑙+1,𝑙 → min
𝑡𝑘,𝑙,𝑡𝐾𝑙+1,𝑙,𝛿𝑖𝑘,𝑙∈{0,1},𝑘=0,𝐾𝑙,𝑖=1,𝐼𝑒𝑘,𝑙

(2.9)

при ограничениях (2.1), (2.3), (2.4), (2.6)–(2.8).
Поскольку задача (2.9) с ограничениями (2.1), (2.3), (2.4), (2.6)–(2.8) может

не иметь решения, то вводится новая величина

𝑇𝑙
def
=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑇 *
𝑙 ,

решение задачи (2.9)
с ограничениями (2.1), (2.3), (2.4), (2.6)–(2.8) существует,

+∞, иначе,
где 𝑇 *

𝑙 – оптимальное значение критерия в задаче (2.9) с ограничениями (2.1),
(2.3), (2.4), (2.6)–(2.8), 𝑙 = 1, 𝐿.

Для решения общей задачи поиска маршрута и времени движения груза и
транспортных средств по транспортной сети надо определить

𝑇
*
= min

𝑙=1,...,𝐿
𝑇 𝑙.

С использованием величины 𝑇
* формируется алгоритм поиска расписания дви-

жения груза (транспортного средства) через транспортную сеть. Если 𝑇
* конечно,

то надо найти 𝑙, при котором 𝑇 𝑙 будет равно 𝑇
*, и использовать полученные вре-

мена и маршрут движения груза (транспортного средства). В противном случае,
когда 𝑇

* бесконечно, груз (транспортное средство) пропустить через рассматри-
ваемую транспортную сеть невозможно.

Для решения задачи о назначении «технологического окна» в транспорт-
ной сети делаются дополнительные предположения. Предполагается, что для дви-
жения с целью проведения технологических работ закрывается некоторый набор
ребер 𝒥 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, . . . , 𝑗𝐾}, где 𝑗𝑘 ∈ 𝑉 ′. Предполагается, что граф сети в те-
чение рассматриваемых суток пересекают 𝑃 грузов. Эти грузы сортируются по
порядку их прибытия в транспортную сеть. Для каждого из этих грузов можно
априорно указать функцию 𝐹𝑝 : 𝑉

′ × [0, 𝑡] → {0, 1}, характеризующую занятость
ребра графа 𝐺 𝑝-м грузом в момент времени 𝑡

𝐹𝑝(𝑒, 𝑡)
def
=

⎧⎨⎩0,
ребро (графа 𝐺) с номером 𝑒 не занято

𝑝-м грузом в момент времени 𝑡,
1, иначе.

Вначале рассматривается случай поиска промежутка времени (𝑡*1, 𝑡
*
2) мак-

симальной длительности ∆макс
def
= 𝑡*2 − 𝑡*1, в который все ребра, входящие в набор

𝒥 , свободны от движения.
Для этого вводятся новые переменные 𝛿𝑖𝑗𝑘 , равные единице, если проме-



—24—
жуток времени [𝑡1, 𝑡2] для ребра с номером 𝑗𝑘 будет находиться целиком внутри
[𝜏 2𝑖−1

𝑗𝑘
, 𝜏 2𝑖𝑗𝑘 ], и равные нулю в ином случае, 𝑘 = 1, 𝐾, 𝑖 = 1, 𝐼𝑗𝑘 . С учетом новых

переменных 𝛿𝑖𝑗𝑘 задача поиска промежутка времени (𝑡*1, 𝑡
*
2) имеет вид

𝑡2 − 𝑡1 → max
𝑡1,𝑡2,𝑡1≤𝑡2,𝛿1𝑗1∈{0,1},...,𝛿

𝐼𝑗1
𝑗1

∈{0,1},...,𝛿1𝑗𝐾∈{0,1},...,𝛿
𝐼𝑗𝐾
𝑗𝐾

∈{0,1}
(2.10)

при дополнительных ограничениях
𝛿1𝑗𝑘 + 𝛿2𝑗𝑘 + . . .+ 𝛿

𝐼𝑗𝑘
𝑗𝑘

= 1, 𝑘 = 1, 𝐾, (2.11)
𝑡1 ≥ 𝛿𝑖𝑗𝑘𝜏

2𝑖−1
𝑗𝑘

, 𝑡2 ≤ 𝛿𝑖𝑗𝑘𝜏
2𝑖
𝑗𝑘
+ (1− 𝛿𝑖𝑗𝑘)𝑡, 𝑘 = 1, 𝐾, 𝑖 = 1, 𝐼𝑗𝑘. (2.12)

Ограничения (2.11)–(2.12) гарантируют, что для каждого ребра промежуток вре-
мени (𝑡1, 𝑡2) целиком находится в одном из интервалов времени, когда это ребро
свободно от движения.

В некоторых случаях длительности ∆макс может быть недостаточно. А,
кроме того, решение задачи (2.10) при ограничениях (2.11)–(2.12) может не су-
ществовать. В этой связи алгоритмически следующим шагом по назначению ТО
является поиск промежутка времени (𝑡*1, 𝑡

*
2) длительностью не меньше заданного

параметра ∆, в который движение наименее интенсивно, чтобы закрытие ребер
транспортной сети наименьшим образом повлияло на действующее расписание.
Под интенсивностью здесь понимается суммарное по всем ребрам количество ин-
тервалов времени, когда эти ребра заняты внутри предполагаемого «технологи-
ческого окна».

Если некоторое подмножество ребер из набора 𝒥 свободно от движения в
течение рассматриваемых суток, то это подмножество из набора 𝒥 исключается,
формируется новый набор ребер 𝒥 . Пусть в этом наборе стало 𝐾̂ ребер и 𝒥 =
= {𝑗(1), . . . , 𝑗(𝑘), . . . , 𝑗(𝐾̂)}.

Используя функцию 𝐹общ(𝑒, 𝑡), формируется множество 𝒯𝑘, состоящее из
левой и правой границ отрезков времени, когда ребро с номером 𝑗(𝑘) будет за-
нято грузами и транспортными средствами, 𝑘 = 1, 𝐾̂. С помощью множества 𝒯𝑘
можно определить интервалы времени, в которые ребро с номером 𝑗(𝑘) занято.
Упорядочив элементы множества 𝒯𝑘 по возрастанию, из них составляется вектор
𝜏𝑘. Предполагается, что dim 𝜏𝑘 = 2𝐼𝑘, где 𝐼𝑘 – количество таких отрезков времени,
когда 𝑗(𝑘) занято.

Вводятся новые бинарные переменные 𝛿𝑖𝑘, равенство нулю которых означа-
ет, что пересечение промежутка времени [𝑡1, 𝑡2] с отрезком [𝜏 2𝑖−1

𝑘 , 𝜏 2𝑖𝑘 ] состоит из
максимум одной точки, 𝑘 = 1, 𝐾̂, 𝑖 = 1, 𝐼𝑘. Переменная 𝛿𝑖𝑘 может быть равна нулю
либо когда 𝑡1 ≥ 𝜏 2𝑖𝑘 , либо когда 𝑡2 ≤ 𝜏 2𝑖−1

𝑘 . В этой связи вводятся вспомогательные
бинарные переменные 𝛾𝑖

𝑘, æ
𝑖
𝑘. Переменная 𝛾𝑖

𝑘 равна нулю, только если 𝑡1 ≥ 𝜏 2𝑖𝑘 .
Переменная æ𝑖

𝑘 равна нулю, только если 𝑡2 ≤ 𝜏 2𝑖−1
𝑘 . Задача по нахождению проме-

жутка времени длительностью, не менее заданной, при котором ребра из набора
𝒥 занимаются наименьшее количество раз, принимает вид

𝐾̂∑︁
𝑘=1

𝐼𝐾∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖𝑘 → min
𝑡1,𝑡2,𝛿𝑖𝑘∈{0,1},𝛾𝑖

𝑘∈{0,1},æ𝑖
𝑘∈{0,1},𝑘=1,𝐾̂,𝑖=1,𝐼𝑘

(2.13)

𝑡2 − 𝑡1 ≥ ∆, (2.14)
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𝑡1 ≥ (1− 𝛾𝑖

𝑘)𝜏
2𝑖
𝑘 , 𝑡2 ≤ (1− æ𝑖

𝑘)𝜏
2𝑖−1
𝑘 + 𝑡æ𝑖

𝑘, 𝑘 = 1, 𝐾̂, 𝑖 = 1, 𝐼𝑘, (2.15)

𝛿𝑖𝑘 ≥ 𝛾𝑖
𝑘 + æ𝑖

𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 𝐾̂, 𝑖 = 1, 𝐼𝑘, (2.16)
Ограничение (2.14) гарантирует, что длительность получаемого промежутка
(𝑡*1, 𝑡

*
2) будет не менее наперед заданной величины ∆. Ограничения (2.15) нуж-

ны для проверки выполнения условий 𝑡1 ≥ 𝜏 2𝑖𝑘 и 𝑡2 ≤ 𝜏 2𝑖−1
𝑘 . Ограничение (2.16)

гарантирует, что если либо æ𝑖
𝑘, либо 𝛾𝑖

𝑘 равно нулю, то и 𝛿𝑖𝑘 на оптимальном реше-
нии будет равно нулю в виду бинарности переменных 𝛿𝑖𝑘 и вида оптимизируемой
функции. Если же обе эти переменные будут равны единице, то и 𝛿𝑖𝑘 будет равно
единице.

Имеет смысл и другое толкование интенсивности движения. Под интенсив-
ностью можно понимать количество грузов, которые придется перенести либо на
соседние свободные ребра или просто принять позже вследствие назначения «тех-
нологического окна». В этой связи рассматривается задача поиска промежутка
времени (𝑡*1, 𝑡

*
2), не меньше заданной длительности ∆, в который заданный набор

ребер 𝒥 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, . . . , 𝑗𝐾}, где 𝑗𝑘 ∈ 𝑉 ′, был бы занят наименьшим количеством
грузов. Для этого если какие-то грузы не занимают ни одно из ребер набора 𝐽 ,
то они исключаются из рассмотрения. Оставшиеся перенумеровываются согласно
порядку прибытия в рассматриваемую транспортную сеть. Предполагается, что
после такого исключения осталось 𝑃 ≥ 1 грузов. Для 𝑝-го груза рассматривают-
ся только те ребра из маршрута его следования по графу сети, которые входят
в набор 𝒥 , а остальные исключаются из рассмотрения. Предполагая, что после
исключения таких ребер осталось 𝐾̃𝑝 штук, из оставшихся ребер составляется но-
вый набор 𝒥𝑝 = {𝑗𝑝(1), . . . , 𝑗

𝑝
(𝑘), . . . , 𝑗

𝑝

(𝐾̃𝑝)
}. Для каждого из ребер, входящих в набор

𝒥𝑝, используя функцию 𝐹𝑝(𝑗, 𝑡), формируется множество 𝒯𝑝,𝑘, состоящее из левой
и правой границ интервалов времени, когда ребро с номером 𝑗𝑝(𝑘) будет занято

грузом с номером 𝑝, 𝑘 = 1, 𝐾̃𝑝. С помощью множества 𝒯𝑝,𝑘 можно определить
интервалы времени, в которые ребро с номером 𝑗𝑘 занято грузом с номером 𝑝.
Упорядочив элементы множества 𝒯𝑝,𝑘 по возрастанию, из них составляется вектор
𝜏𝑝,𝑘. Предполагается, что dim 𝜏𝑝,𝑘 = 2𝐼𝑝,𝑘, где 𝐼𝑝,𝑘 – количество таких интервалов.

Вводятся бинарные переменные 𝛿𝑝, равенство которых нулю означает, что
грузу с номером 𝑝 не нужно менять маршрут движения, 𝑝 = 1, 𝑃 . Также вво-
дятся новые бинарные переменные 𝛿𝑖𝑝,𝑘, равенство нулю которых означает, что
пересечение промежутка времени [𝑡1, 𝑡2] с отрезком [𝜏 2𝑖−1

𝑝,𝑘 , 𝜏 2𝑖𝑝,𝑘] состоит из макси-

мум одной точки, 𝑝 = 1, 𝑃 , 𝑘 = 1, 𝐾̃𝑝, 𝑖 = 1, 𝐼𝑝,𝑘. Для того, чтобы переменная 𝛿𝑖𝑝,𝑘
была равна нулю, нужно выполнение либо 𝑡1 ≥ 𝜏 2𝑖𝑝,𝑘, либо 𝑡2 ≤ 𝜏 2𝑖−1

𝑝,𝑘 . В этой связи
вводятся дополнительные бинарные переменные 𝛾𝑖

𝑝,𝑘, æ
𝑖
𝑝,𝑘. Переменная 𝛾𝑖

𝑝,𝑘 равна
нулю, только если 𝑡1 ≥ 𝜏 2𝑖𝑝,𝑘. Переменная æ𝑖

𝑝,𝑘 равна нулю, только если 𝑡2 ≤ 𝜏 2𝑖−1
𝑝,𝑘 .

С использованием введенных переменных задача по поиску промежутка времени
(𝑡*1, 𝑡

*
2), не меньше заданной длительности ∆, в который заданный набор ребер 𝐽 =

= {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, . . . , 𝑗𝐾}, где 𝑗𝑘 ∈ 𝑉 ′, был бы занят наименьшим количеством грузов,
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принимает вид

𝑃∑︁
𝑝=1

𝛿𝑝 → min
𝑡1,𝑡2,𝛿𝑝∈{0,1},𝛿𝑖𝑝,𝑘∈{0,1},𝛾𝑖

𝑝,𝑘∈{0,1},æ𝑖
𝑝,𝑘∈{0,1},𝑝=1,𝑃 ,𝑘=1,𝐾̃𝑝,𝑖=1,𝐼𝑝,𝑘

𝑡1 ≥ (1− 𝛾𝑖
𝑝,𝑘)𝜏

2𝑖
𝑝,𝑘, 𝑡2 ≤ (1− æ𝑖

𝑝,𝑘)𝜏
2𝑖−1
𝑝,𝑘 + 𝑡æ𝑖

𝑝,𝑘, 𝑝 = 1, 𝑃 , 𝑘 = 1, 𝐾̃𝑝, 𝑖 = 1, 𝐼𝑝,𝑘,

𝑡2 − 𝑡1 ≥ ∆, 𝛿𝑖𝑝,𝑘 ≥ 𝛾𝑖
𝑝,𝑘 + æ𝑖

𝑝,𝑘 − 1, 𝑝 = 1, 𝑃 , 𝑘 = 1, 𝐾̃𝑝, 𝑖 = 1, 𝐼𝑝,𝑘,

𝛿𝑝 ≥

⎛⎝ 𝐾̃𝑝∑︁
𝑘=1

𝐼𝑝,𝑘∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖𝑝,𝑘

⎞⎠⧸︃ 𝐾̃𝑝∑︁
𝑘=1

𝐼𝑝,𝑘, 𝑝 = 1, 𝑃 ,

В третьей главе методами теории вероятностей, математической стати-
стики решается ряд прикладных задач на железнодорожном транспорте.

На основании статистического анализа вводится типизация сходов с рель-
сов и крушений грузовых поездов:

1. сход вследствие неисправности вагона или секций локомотива вне стрелоч-
ного перевода;

2. сход вследствие неисправности рельсов вне стрелочного перевода;
3. сход на стрелочном переводе, не вызванный ранее сошедшим составом, по

причине неисправности пути или вагонов/секций локомотива.
Для каждого из типов происшествий строится регрессионная зависимость

на основе метода максимального правдоподобия и предположения об отрицатель-
ном биномиальном распределении количества подвижных единиц (секций локо-
мотива и вагонов) в сходе с рельсов. Для этого полагается, что для 𝑗-й группы
происшествий имеется 𝑛𝑗 наблюдений, причем для 𝑖-го наблюдения (схода) име-
ются следующие сведения: 𝑥𝑖𝑗 – общее количество сошедших единиц подвижного
состава (секций локомотива и вагонов); 𝜒𝑖𝑗 – коэффициент, характеризующий ко-
личество путей в месте схода, равный нулю, если сход произошел на однопутном
участке, и равный единице в обратном случае; 𝑦𝑖𝑗 – коэффициент, характеризую-
щий нарушение хотя бы одной единицей подвижного состава габарита соседнего
пути, равный единице, если хотя бы одна сошедшая единица подвижного состава
нарушила габарит соседнего пути, и равный нулю в обратном случае; 𝑣𝑖𝑗 – ско-
рость поезда в момент схода, [км/ч]; 𝑧𝑖𝑗 – номер первой по порядку сошедшей
с рельсов подвижной единицы (с головы поезда); 𝐿лок.

𝑖𝑗 – суммарное количество
секций локомотивов в поезде; 𝐿в

𝑖𝑗 – количество вагонов в поезде; 𝐿𝑖𝑗 – суммар-
ное количество вагонов и секций локомотива в поезде; 𝑤𝑖𝑗 – вес поезда, [т]; æ𝑖𝑗

– кривизна кривой в месте схода (величина, обратно пропорциональная радиусу
кривизны кривой) в месте схода (для прямой кривизна полагается равной нулю),
[1/м]; 𝛾𝑖𝑗 – профиль пути в месте схода, имеющий знак минус, если уклон пред-
ставляет спуск, знак плюс, если уклон представляет подъем.

Также вводится вспомогательная переменная 𝑥max = 𝐿лок. +𝐿в − 𝑧 +1, ко-
торая является реализацией некоторой случайной величины 𝑋max = 𝐿лок. + 𝐿в −
−𝑍+1, где 𝑍 – случайная величина, соответствующая номеру (от головы поезда)
первой из сошедших единиц подвижного состава. В дальнейшем случайная вели-
чина 𝑋max называется остаточной длиной состава. Также вводится случайная
величина 𝑋max

𝑗 , характеризующая остаточную длину в случае схода по 𝑗-й при-
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чине. Таким образом, 𝑥𝑖𝑗 = 𝐿лок.

𝑖𝑗 + 𝐿в
𝑖𝑗 − 𝑧𝑖𝑗 + 1, 𝑖 = 1, 𝑛𝑗, 𝑗 = 1, 3. Вводится

вспомогательная функция 𝜇̃(𝑤,𝐿в) = 𝑤/(69𝐿в) − 1/3, характеризующая степень
загруженности поезда. Обозначив 𝜇̃𝑖𝑗

def
= 𝜇̃(𝑤𝑖𝑗, 𝐿

в
𝑖𝑗), получается степень загружен-

ности поезда полезной нагрузкой при 𝑖-м сходе в 𝑗-й группе происшествий.
Поскольку в сходе обязательно будет не менее одной подвижной единицы,

то имеет место равенство 𝑋𝑗 = 1 + 𝑋̃𝑗, где 𝑋𝑗 – количество подвижных единиц
в сходе с рельсов при сходе 𝑗-го типа, 𝑋̃𝑗 – вспомогательная неотрицательная
случайная величина, закон распределения которой в дальнейшем оценивается.
𝑗 = 1, 2, 3. Отмечается, что законы распределения случайных величин 𝑋𝑗 и 𝑋̃𝑗

зависят от набора параметров 𝑥max, 𝑣, 𝑤, 𝐿, 𝐿в, 𝜇̃, æ, 𝛾 (реализации остаточной
длины, скорости, веса, общего количества подвижных единиц, количества ваго-
нов. загрузки, кривизны, профиля пути в гипотетическом месте сходе).

В работе на основе соотношений отрицательной биномиальной регрессии
предполагается, что

𝒫{𝑋̃𝑗 = 𝑥̃|𝑋max
𝑗 = 𝑥max, 𝑣, 𝑤, 𝐿, 𝐿в, 𝜇̃,æ, 𝛾, 𝑎𝑗, 𝜃𝑗} =

=
Γ(𝑥̃+ 1/𝜃𝑗)

Γ(𝑥̃+ 1)Γ(1/𝜃𝑗)
(1 + 𝜃𝑗𝑔𝑗(𝑎𝑗, 𝑥

max, 𝑣, 𝑤, 𝐿, 𝐿в, 𝜇̃,æ, 𝛾))−(𝑥̃+1/𝜃𝑗)×

×(𝜃𝑗𝑔𝑗(𝑎𝑗, 𝑥
max, 𝑣, 𝑤, 𝐿, 𝐿в, 𝜇̃,æ, 𝛾))𝑥̃, 𝑥̃ = 0, 1, 2, . . . .

где 𝑎𝑗
def
= (𝑎1𝑗, 𝑎2𝑗, . . . , 𝑎𝑚𝑗𝑗)

T, 𝑚𝑗 – некоторое натуральное число, 𝑔𝑗(·) – некото-
рая функция, как правило, выбирающаяся экспоненциальным преобразованием
от линейной по подлежащим определению параметрам 𝑎1𝑗, 𝑎2𝑗, . . . , 𝑎𝑚𝑗𝑗 функции,
параметр 𝜃𝑗 > 0 также подлежит определению. Приводимая выше нотация, в
которой после вертикальной черты (условия) следует ряд детерминированных ве-
личин (скорость, вес) и вектор оцениваемых параметров col(𝑎T𝑗 , 𝜃𝑗) означает, что
вероятность вычисляются при фиксированных значениях этих детерминирован-
ных величин. Иными словами, под 𝒫{𝑋̃𝑗 = 𝑥̃|𝑋max

𝑗 = 𝑥max, 𝑣, . . . , 𝛾, 𝑎𝑗, 𝜃𝑗} пони-
мается 𝒫{𝑋̃𝑗 = 𝑥̃|𝑋max

𝑗 = 𝑥max}(𝑣, . . . , 𝛾, 𝑎𝑗, 𝜃𝑗).
Из 𝑥̃1𝑗, 𝑥̃2𝑗, . . ., 𝑥̃𝑛𝑗𝑗 составляется вектор 𝑥̃𝑗, а из других введенных характе-

ристик по аналогии составляются вектора 𝑥max
𝑗 , 𝑣𝑗, 𝑤𝑗, 𝐿𝑗, 𝐿в

𝑗 , 𝜇̃𝑗, æ𝑗, 𝛾𝑗. Построив
логарифмическую функцию правдоподобия

ℒ𝑗(𝑎𝑗, 𝜃𝑗, 𝑥̃𝑗, 𝑥
max
𝑗 , 𝑣𝑗, 𝑤𝑗, 𝐿𝑗, 𝐿

в
𝑗 , 𝜇̃𝑗,æ𝑗, 𝛾𝑗) =

= ln

(︃
𝑛𝑗∏︁
𝑖=1

𝒫{𝑋̃𝑗 = 𝑥̃𝑖𝑗|𝑋max
𝑗 = 𝑥max

𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗, 𝑤𝑖𝑗, 𝐿𝑖𝑗, 𝐿
в
𝑖𝑗, 𝜇̃𝑖𝑗,æ𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗, 𝑎𝑗, 𝜃𝑗}

)︃
=

= −𝑛𝑗 ln(Γ(1/𝜃𝑗)) +

𝑛𝑗∑︁
𝑖=1

(ln(Γ(𝑥̃𝑖𝑗 + 1/𝜃𝑗))+

+𝑥̃𝑖𝑗 ln(𝜃𝑗𝑔𝑗(𝑎𝑗, 𝑥
max
𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗, 𝑤𝑖𝑗, 𝐿𝑖𝑗, 𝐿

в
𝑖𝑗, 𝜇̃𝑖𝑗,æ𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗))−

−(𝑥̃𝑖𝑗 + 1/𝜃𝑗) ln(1 + 𝜃𝑗𝑔𝑗(𝑎𝑗, 𝑥
max
𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗, 𝑤𝑖𝑗, 𝐿𝑖𝑗, 𝐿

в
𝑖𝑗, 𝜇̃𝑖𝑗,æ𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗))− ln(Γ(𝑥̃𝑖𝑗 + 1))),

ставится задача по отысканию неизвестного вектора 𝑎𝑗 и параметра 𝜃𝑗
(𝜃*𝑗 , 𝑎

*
𝑗)

T = arg max
𝑎𝑗∈R𝑚𝑗 ,𝜃𝑗>0

ℒ𝑗(𝑎𝑗, 𝜃𝑗, 𝑥̃𝑗, 𝑥
max
𝑗 , 𝑣𝑗, 𝑤𝑗, 𝐿𝑗, 𝐿

в
𝑗 , 𝜇̃𝑗,æ𝑗, 𝛾𝑗).

С использованием величин 𝜒𝑖𝑗, 𝑦𝑖𝑗 на основе логистической, пробит-
регрессий, регрессии Коши ставится и решается задача по оценке вероятности
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нарушения габарита соседнего пути хотя бы одной сошедшей с рельсов подвиж-
ной единицей грузового поезда.

Также рассматривается задача по оценке вероятности бокового
столкновения между маневровыми составами, осуществляющими сцеп-
ку/прицепку/отцепку вагонов и прочие операции, и пассажирскими/грузовыми
поездами, при проезде последними стрелочных переводов. Вначале постулируют-
ся необходимые для расчета данные: 𝜆м — интенсивность следования маневровых
составов, [1/ч]; 𝜆с — интенсивность останавливающихся на стрелочном переводе
маневровых составов, [1/ч]; 𝑑п — средняя длина поезда, [км]; 𝑑м — средняя длина
маневрового состава, [км]; 𝑑т — средняя длина локомотива (вагона) маневрового
состава, [км]; 𝑣п — средняя скорость поезда, [км/ч]; 𝑣м — средняя скорость
маневрового состава, [км/ч]; 𝜏с — среднее время нахождения маневрового со-
става на стрелочном переводе при условии остановки на нем, [ч]; 𝜏пс — среднее
время стоянки поезда на стрелочном переводе, [ч]; 𝑃пс — вероятность остановки
поезда на стрелочном переводе; 𝑃п — вероятность проезда на запрещающий
сигнал поездом; 𝑃м — вероятность проезда на запрещающий сигнал маневровым
составом.

Вероятность 𝑃 (𝐴) бокового столкновения поезда и маневрового состава на
стрелочном переводе на основе предположения о пуассоновости потоков оценива-
ется величиной

𝑃 (𝐴) =

(︂
𝜆м

(︂
𝑑п

𝑣п
+

𝑑м

𝑣м

)︂
(𝑃м(1 + 𝑃п) + 𝑃п) + 𝜆с𝑃п𝜏с + 𝜆м𝑃м𝑃пс𝜏пс

)︂
𝑘с, (3.1)

где 𝑘с принимает значение 1, если стрелочный перевод неизолированный, и 0, если
изолированный. Изолированным стрелочным переводом называется тот, на кото-
ром столкновение, вызванное проездом на светофор с запрещающим сигналом,
невозможно; неизолированным стрелочным переводом называется тот, на кото-
ром столкновение возможно.

Далее рассматривается задача об определении вероятности столкновения
при проезде поезда через станцию.

Для оценки количества происшествий в транспортной сети предполагается,
что имеется 𝐼 поездов, которые за промежуток времени 𝒯+ должны проследовать
по транспортной сети, содержащей 𝑀 железнодорожных переездов, на которых
может произойти столкновение с автотранспортом, вызванное нарушением по-
следним правил движения. Предполагается, что с одним поездом может произой-
ти только одно столкновение. Некоторый промежуток времени 𝒯+ разбивается на
𝑇 частей. Предполагается, что для 𝑖-го поезда заданы:

– 𝑁𝑖 – количество переездов, которые пересечет поезд;
– 𝑗𝑖,𝑛 – номер 𝑛-го по порядку следования железнодорожного переезда

(𝑗𝑖,𝑛 ∈ {1, . . . ,𝑀});
– 𝑡𝑖,𝑛 – номер промежутка пересечения 𝑛-го по порядку следования железно-

дорожного переезда внутри временного горизонта 𝒯+ (𝑡𝑖,𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑇}),
𝑖 = 1, 𝐼, 𝑛 = 1, 𝑁𝑖.

Каждый железнодорожный переезд может быть оборудован теми или ины-
ми техническими средствами, позволяющими снизить вероятность столкновения.
Далее такие технические средства для краткости называются системами защиты.
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Предполагается, что железнодорожный переезд может быть оборудован только
одной системы защиты. Также предполагается, что для 𝑚-го железнодорожного
переезда заданы:

– 𝐾𝑚 – количество систем защиты, доступных для установки;
– 𝑢0𝑚 – номер (пред)установленной системы защиты (𝑢0𝑚 ∈ {1, . . . , 𝐾𝑚});
– 𝑃𝑚,𝑘,𝑡 – вероятность столкновения автотранспорта с поездом при пересече-

нии последним переезда в 𝑡-й промежуток времени при установке на пере-
езде системы защиты с номером 𝑘;

– 𝑐𝑚,𝑘 – стоимость замены текущей системы защиты на систему защиты с
номером 𝑘 (очевидно, 𝑐𝑚,𝑢0

𝑚
= 0),

𝑚 = 1,𝑀 , 𝑘 = 1, 𝐾𝑚, 𝑡 = 1, 𝑇 .
Вводятся вспомогательные бинарные переменные 𝑢𝑚,𝑘, характеризующие

установку на переезде с номером 𝑚 системы защиты с номером 𝑘: 0 – на переезде
с номером 𝑚 система защиты с номером 𝑘 не установлена, и 1 – иначе, 𝑚 = 1,𝑀 ,
𝑘 = 1, 𝐾𝑚. Символьно можно записать

𝑢𝑚,𝑘 ∈ {0, 1},𝑚 = 1,𝑀, 𝑘 = 1, 𝐾𝑚. (3.2)
На каждом переезде может быть установлена только одна из имеющихся систем
защиты

𝑢𝑚,1 + 𝑢𝑚,2 + . . .+ 𝑚,𝐾𝑚
= 1,𝑚 = 1,𝑀. (3.3)

Общий объем затрат, связанный с установкой (новых) систем защиты, не должен
превышать объема фонда инвестиций 𝐶

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐾𝑚∑︁
𝑘=1

𝑢𝑚,𝑘𝑐𝑚,𝑘 ≤ 𝐶. (3.4)

Все переменные 𝑢1,1, . . . , 𝑢1,𝐾1
, . . . , 𝑢𝑀,1, . . . , 𝑢𝑀,𝐾𝑀

объединяются в вектор 𝑢. Мно-
жество допустимых стратегий 𝑈 формируется из векторов 𝑢, удовлетворяющих
ограничениям (3.2)–(3.4).

С учетом (3.2), (3.3) и ранее введенных обозначений получается, что вероят-
ность 𝑃𝑚,·,𝑡(𝑢) столкновения поезда с автотранспортом в 𝑡-й промежуток времени
на переезде с номером 𝑚 определяется по формуле

𝑃𝑚,·,𝑡(𝑢)
def
=

𝐾𝑚∑︁
𝑘=1

𝑢𝑚,𝑘𝑃𝑚,𝑘,𝑡, 𝑚 = 1,𝑀, 𝑡 = 1, 𝑇 .

Вводится в рассмотрение случайная величина 𝑋𝑖(𝑢), которая равна едини-
це, если при выбранной стратегии установки систем защиты 𝑢 с поездом с номером
𝑖 произойдет столкновение на каком-то из переездов, и равна нулю в противопо-
ложном случае, 𝑖 = 1, 𝑁 . Очевидно, что 𝑋𝑖(𝑢) ∼ Bi(1, 𝑝𝑖(𝑢)), где 𝑝𝑖(𝑢) – веро-
ятность того, что с поездом произойдет столкновение. Делается допущение, что
случайные величины 𝑋1(𝑢), 𝑋2(𝑢), . . ., 𝑋𝑁(𝑢) независимы. Вводится случайная
величина 𝑋(𝑢), характеризующее суммарное количество столкновений:

𝑋(𝑢)
def
= 𝑋1(𝑢) +𝑋2(𝑢) + . . .+𝑋𝐼(𝑢).

Вводится в рассмотрение функция вероятности 𝑃𝜙(𝑢)
def
= 𝒫(𝑋(𝑢) ≤ 𝜙),

𝜙 ∈ Z+. Функция 𝑃𝜙(𝑢) характеризует вероятность того, что за промежуток
времени 𝒯+ произойдет не более 𝜙 столкновений. На практике цель состоит в
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максимизации функции 𝑃𝜙(𝑢) при 𝜙 = 0. В этом случае будет найдена стратегия,
при которой вероятность того, что не произойдет ни одного столкновения, макси-
мальна. Также рассматривается функция квантили 𝜙𝛼(𝑢)

def
= min{𝜙 : 𝑃𝜙(𝑢) ≥ 𝛼},

𝛼 ∈ (0, 1). Функция квантили характеризует наименьшее количество столкнове-
ний, которые произойдут в течение промежутка времени 𝒯+, на заданном уровне
надежности 𝛼. Ставятся задачи

𝑃0(𝑢) → max
𝑢∈𝑈

, (3.5)

𝜙𝛼(𝑢) → min
𝑢∈𝑈

. (3.6)

Доказывается лемма

Лемма 3.1. Для функции

𝑃𝐿
0 (𝑢) =

𝐼∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝑛=1

𝐾𝑗𝑖,𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑗𝑖,𝑛,𝑘 ln
(︀
1− 𝑃𝑗𝑖,𝑛,𝑘,𝑡𝑖,𝑛

)︀
справедливо тождество

Argmax
𝑢∈𝑈

𝑃𝐿
0 (𝑢) ≡ Argmax

𝑢∈𝑈
𝑃0(𝑢),

которая открывает путь к решению задачи (3.5).
Для поиска приближенного решения задачи (3.6) вводятся функции

𝑞𝑖(𝑢)
def
= 1−

𝑁𝑖∑︁
𝑛=1

𝑃𝑗𝑖,𝑛,·,𝑡𝑖,𝑛(𝑢), 𝑝𝑖(𝑢)
def
= 1− 𝑞𝑖(𝑢) , 𝑖 = 1, 𝑁.

Доказывается лемма.

Лемма 3.2. ∀𝜀 ≥ 0 ∀𝜙 ∈ Z+ ∀𝑢 ∈ 𝑈 справедливо неравенство

𝑃𝜙(𝑢) ≥ 𝑃𝜙(𝑢, 𝜀)
def
= 1−

𝐼∏︀
𝑖=1

[𝑞𝑖(𝑢) + 𝑝𝑖(𝑢) exp(𝜀)]

exp(𝜀(𝜙+ 1))
.

Для приближенного решения задачи (3.6) для каждого 𝜙 ∈ Z+ решается задача
𝑃𝜙(𝑢, 𝜀) → max

𝑢∈𝑈,𝜀≥0
.

Пусть (𝑢̃*𝜙, 𝜀
*
𝜙) – точка, доставляющая оптимум в последней задаче. Если для неко-

торого 𝜙* справедливо 𝑃𝜙*(𝑢̃*𝜙*, 𝜀*𝜙*) ≥ 𝛼, то в качестве приближенной к оптималь-
ной стратегии в задаче (3.6) выбирается 𝑢̃*𝜙*, а оценкой величины 𝜙𝛼(𝑢

*
𝛼) является

𝜙*, где 𝑢*𝛼 – точка, доставляющая оптимум в задаче (3.6).
В четвертой главе строятся функции интегрального (на всем маршруте

следования) риска. Для этого полагается, что задан некоторый путь следования
некоего транспортного средства. Этот путь делится на 𝑆 ∈ N непересекающих-
ся участков. При движении происходит управление скоростью: 𝑣𝑠 – скорость на
𝑠-м участке, 𝑠 = 1, 𝑆. Для упрощения допускается мгновенное изменение ско-
рости на участке, скорость считается заданной детерминированной величиной.
Предполагается, что на каждом участке при движении могут произойти 𝑛 небла-
гоприятных событий (транспортных происшествий). Через 𝐴𝑠,𝑖 обозначается со-
бытие, заключающееся в том, что на 𝑠-м участке произойдет 𝑖-е событие, 𝑠 =
= 1, 𝑆, 𝑖 = 1, 𝑛. Предполагается, что на одном участке может произойти макси-
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мум одно неблагоприятное событие, причем если это событие наступает, то далее
движение не осуществляется. Вводятся обозначения: 𝑃1𝑖(𝑣1) = 𝒫(𝐴1,𝑖), 𝑃𝑠𝑖(𝑣𝑠) =

= 𝒫
(︁
𝐴𝑠,𝑖

⃒⃒⃒∏︀𝑠−1
𝑡=1

∏︀𝑛
𝑗=1𝐴𝑡,𝑗

)︁
, 𝑠 = 2, 𝑆, т.е. для 𝑠 ≥ 2 𝑃𝑠𝑖(𝑣𝑠) – это вероятность того,

что на 𝑠-м участке произойдет 𝑖-е неблагоприятное событие, при условии, что на
предыдущих 𝑠−1 участках неблагоприятных событий не произошло. Если 𝑃𝑠𝑖(𝑣𝑠)
не точные значения вероятностей, то равенства выше понимаются в смысле оценок
вероятностей. Ущерб 𝐶𝑠𝑖(𝑣𝑠) от возникновения 𝑖-го неблагоприятного события на
𝑠-м участке полагается случайной величиной с известным распределением, пара-
метры которого определяются только скоростью. Дополнительно предполагается,
что математическое ожидание M[𝐶𝑠𝑖(𝑣𝑠)] конечно для любого значения скорости
𝑣𝑠.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 4.1. Случайная величина Φ(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) – ущерб на всем заранее

заданном пути следования – имеет вид

Φ(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) =
𝑆∑︁

𝑠=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑠𝑖(𝑣𝑠)𝐼(𝐴𝑠,𝑖),

где 𝐼(𝐴𝑠,𝑖) – индикатор события 𝐴𝑠,𝑖, вероятность которого

𝒫(𝐴𝑠,𝑖) = 𝑃𝑠𝑖(𝑣𝑠)
𝑠−1∏︁
𝑡=1

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑃𝑡𝑗(𝑣𝑡)

)︃
, 𝑠 = 2, 𝑆, 𝑖 = 1, 𝑛.

В качестве функций интегрального риска предлагаются следующие:

𝑅1(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) = 1− 𝒫

(︃
𝑆∏︁

𝑠=1

𝑛∏︁
𝑗=1

𝐴𝑠,𝑗

)︃
= 1−

𝑆∏︁
𝑠=1

[︃
1−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑃𝑠𝑗(𝑣𝑠)

]︃
,

𝑅2(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) = M [Φ(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆)] =
𝑆∑︀

𝑠=1

𝑛∑︀
𝑖=1

M[𝐶𝑠𝑖(𝑣𝑠)]𝑃𝑠𝑖(𝑣𝑠)
𝑠−1∏︀
𝑡=1

[︃
1−

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑃𝑡𝑗(𝑣𝑡)

]︃
.

Функция 𝑅1(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) при выборе режима движения, то есть набора скоростей
𝑣1, . . ., 𝑣𝑆, характеризует вероятность того, что на всем пути следования про-
изойдет неблагоприятное событие. Функция 𝑅2(𝑣1, . . . , 𝑣𝑆) позволяет вычислить
средний ущерб при транспортировке.

Также в четвертой главе в качестве примера практической реализуемо-
сти полученных соотношений рассматривается задача по оцениванию компонент
функций интегрального риска при движении грузовых поездов. Эти компоненты
строятся на основе результатов, полученных в третьей главе.

В пятой главе описывается разработанный в рамках работы над дис-
сертацией комплекс программ. Обсуждается назначение программ, их входные и
выходные характеристики.

Также предлагается процедура сравнения решателей задач смешанного це-
лочисленного программирования и вызывающих их программных сред. Данная
процедура нужна, в частности, для понимания, возможно ли уменьшение време-
ни, требуемого для работы разработанных в первой и второй главах алгоритмов.
Процедура разрабатывается в предположении, что вектор оптимизируемых пе-
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ременных имеет вид 𝑢 = col(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), причем переменные с индексами из
множества ℐ = {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝐿} являются целочисленными, а остальные – непре-
рывными. Учитывая это, задача смешанного целочисленного линейного програм-
мирования записывается в виде

𝑐T𝑢 → min
𝑢𝑗1

∈Z,𝑢𝑗2
∈R,𝑗1∈ℐ,𝑗2∈{1,...,𝑛}/ℐ

(5.1)

при ограничениях
𝐴1𝑢 ≤ 𝑏1, 𝐴2𝑢 = 𝑏2, 𝑙 ≤ 𝑢 ≤ 𝑟, (5.2)

где 𝐴1 ∈ R𝑚1×𝑛, 𝑏1 ∈ R𝑚1, 𝐴2 ∈ R𝑚2×𝑛, 𝑏2 ∈ R𝑚2 – некоторые заданные матрицы
(векторы) соответствующей размерности, где, в свою очередь, 𝑚1 – число огра-
ничений типа неравенств, 𝑚2 – число ограничений типа равенств. Компонентами
столбцов 𝑙 и 𝑟 являются числа из расширенной действительной оси.

Для сравнения работы решателей и программных сред, которыми они вы-
зываются, выбирается ряд практических задач математического программирова-
ния. В каждой такой задаче варьируется набор входных данных. Как отмечено
в недавней работе А.В. Борисова скорость выполнения одной и той же операции
одним и тем же компьютером может быть неодинаково. В этой связи одни и те
же эксперименты повторяются несколько раз: на одном и том же наборе входных
данных, т.е. матрицах 𝐴1, 𝐴2, векторах 𝑏1, 𝑏2 и других, задача математического
программирования (5.1) при ограничениях (5.2) каждым решателем должна ре-
шаться 𝑅 раз. Далее для каждого решателя и для каждой задачи с одинаковыми
входными данными выбирается медианное время получения решения (с учетом
загрузки данных из файлов). Таким образом для каждого решателя формиру-
ется вектор из значений медианного времени, по которому вычисляется среднее,
минимальное, максимальное значение, а также среднеквадратичное отклонение.
Размерность этого вектора равна количеству наборов входных данных.

Помимо временны́х характеристик для каждого решателя предлагается
подсчитывать количество раз с наилучшим значением критериальной функции.
Для этого на тех же начальных данных задача математического программиро-
вания решается 𝑄 (количество используемых решателей) × 𝑅 (повторений) раз.
Для каждого набора исходных входных вычисляется наилучшее по всем реша-
телям и по всем повторениям наименьшее полученное значение критериальной
функции. Далее для каждого решателя вычисляется количество случаев, когда
на исследуемом наборе исходных данных, решатель породил упомянутое выше
наилучшее значение критерия. После чего такое количество случаев суммируется
по всем наборам исходных данных для каждого решателя, что и составляет коли-
чество раз с наилучшим значением критериальной функции. При этом каждый
решатель запускается 𝑁 × 𝑅 раз, где 𝑁 – количество наборов исходных дан-
ных. Так как задачи математического программирования решаются численно, то
считается, что решатель нашел наилучшее решение, если значение критерия на
спродуцированном им решении отличается от наилучшего значения критерия на
величину, не большую чем 𝜀.

Также в пятой главе рассматривается вопрос о компонентах суммарного
времени, затрачиваемого на получение решения в задаче смешанного целочис-
ленного линейного программирования. Показывается, что в некоторых случаях
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время загрузки данных (и вообще структура их хранения) может быть сравнимо
или даже больше собственно времени счета. Это говорит о том, что важным яв-
ляется не только выбор решателя и среды, вызывающей решателей, но также и
сама структура хранения исходных данных и способ их чтения.

В заключении подведены основные итоги данной работы, сформулиро-
ваны результаты, представляемые диссертантом к защите.

Основные результаты, выносимые на защиту
1. Системный подход к решению задачи управления движением на графо-

вых структурах: формализация задач поиска времени и маршрута движения в
транспортных сетях, представляемых графами, задачи оценки риска движения
на выбранном маршруте следования [2, 7, 8].

2. Математическое и алгоритмическое обеспечение для поиска расписания
движения в транспортных сетях с фиксированным временем движения между
вершинами: система ограничений, задающая движение по мультиграфу транс-
портной сети, критериальная функция, алгоритм поиска решения в поставленной
задаче – учитывающее возможность движения по окончании горизонта планиро-
вания [4–6,8, 9].

3. Математическое и алгоритмическое обеспечение для поиска расписания
движения в транспортных сетях с нефиксированным временем движения между
вершинами на основе системы ограничений, учитывающей графовую структуру
сети и ряд технологических особенностей движения. Алгоритм поиска промежут-
ка времени, в которое часть ребер графа можно сделать недоступным для дви-
жения в таких транспортных сетях [2, 3].

4. Математические методы для решения задач управления надежностью
на железнодорожном транспорте: метод оценивания закона распределения коли-
чества подвижных единиц грузового поезда в сходе с рельсов; метод оценивания
вероятности бокового столкновения на железнодорожной станции; метод умень-
шения количества происшествий на железнодорожных переездах [1, 11,13–15].

5. Математические утверждения о свойствах интегрального (на всем пути
следования транспортного средства) риска: теорема о виде закона распределения
ущерба при движении; явный вид функций интегрального риска: среднего ущерба
и вероятности возникновения неблагоприятных событий [7].

6. Статистический метод сравнения решателей задач смешанного целочис-
ленного линейного программирования [10].
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